TENTAMEN I MATEMATISK MODELLERING INOM KEMITEKNIKEN
KAA051
Mandag 26 augusti 2013 kl 14.00-19.00i V

Anders Rasmuson &r antriffbar for fragor pa telefonankn 2940 eller 27 36 06 och kommer att

vara i tentamenslokalen ndgon gang mellan kl 16.00 och 17.00

OBS For uppgift 4 finns tva alternativ: i) de som lést kursen i ar (2013) ii) de som ej list

kursen i ar (fore 2013)

Granskning av tentamensrittningen kan ske tidigast den 13 september 2013.
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1. Vid vatgranulering byggs aggregat upp frin mindre partiklar genom tillsats av vitska som
bindemedel. Det ir av intresse att kunna modellera bade storlek (massa m) och vitskeinnehéll
(w) av aggregaten. Formulera en generell 1-D mikroskopisk populationsbalans dér bide mass-
tillvixt (hastighet v1=dm/dt) och fordndring av vétskeinnehéll (hastighet v2=dw/dt)
inkluderas. Strémnings-hastigheten ér u och nettoproduktionen ar G.

(5p)

2. Betrakta tva tunna koncentriska pordsa sfériska skal med radierna kR och R (Figur 1). Den
yttre ytan har temperaturen 7; och den inre bor héllas vid den ligre temperaturen 7. For att

minska kylbehovet 1 kylslingan bléses torr luft med temperaturen 7, och med massflodet
w, (kg/s) radiellt utat frén det inre till det yttre sfiriska skalet. Still, med hjélp av skalbalans

upp en stationdr modell for férloppet. Strémningen &r laminér. (5p)
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Uppgift 3 (5 poing)

a) I globala kinetiska modeller anpassas reaktionsordningen till experiment och
behover darfor ej vara heltal. Detta &r fallet i detta exempel. Koncentrationen i
en tubreaktor med axiell dispersion kan beskrivas med foljande ekvation:

2
9L _ % _kevo=0
“ a7t dz

Hur linjériserar du ekvationen ovan? Beskriv 1 detalj.
b) Ange ytterligare sex olika metoder (0.5 p for varje metod) for att forenkla
kemitekniska matematiska modeller. Varje metod skall férklaras noggrant.



Denna uppgift loses ay studenter som har ldst kursen i ar

(2013).

Uppgift 4 (5 poéng)

1.) Numeriska algoritmer for 16sning av ordinéra differentialekvationer (ODE-IVP),
exempelvis Matlab ode45 och ode23 justerar automatiskt steglingden.
a. Ange tva skil till varfor detta gors.
b. Forklara vad som mojliggor stegléngdsjustering och hur denna gors
berdkningsméssigt effektiv.

Ip

2.) Ldsning av randvirdesproblem (ODE-BVP) kréver en annan metodologi &n

initialvirdesproblem. Beskriv tre principiellt olika metoder som mdjliggdr 16sning
av BVP.

2p
3.) Temperaturfordelningen, 0({,‘) , 1 en kylfléns som frdn ena sidan virms och
samtidigt kyls av omstrommande gas kan efter approximationer och
2
transformationer beskrivas av Z ;; =@ och randvirdena 8(0) =1 och Z—g =0
&=l

pé doménen £ e [0,1]. Anvénd finita differensmetoden,

centraldifferensapproximation, och still upp det resulterande linjéra
ekvationssystemet i matrisform, dela in doménen 1 fyra lika stora intervall.



Denna uppgift loses av studenter som EJ list kursen i dr, dvs
FORE 2013.

Uppgift 4 (5 poéng)

En sfirisk katalysator anvénds for en exoterm reaktion. Materialbalansen &r

d’c 2dc
p |LC.2% p o
e”(drz r o’r} A

och virmebalansen

d*T 24T
__'_.___

+ /R ,=0
dr® rdr PR,

Reaktionshastigheten beskrivs av

R, = kc?

Dir hastighetskonstanten beskrivs av Arrhenius ekvationen:

k - Ae—Ea/(RT)

Dir A #r den pre-exponentiella faktorn och Ea aktiveringsenergin.
a) Anvind kollokation for att beskriva hur koncentrationen c beror av radien.
Motivera val av randvillkor.
b) Beskriv hur du kontrollerar dina antaganden.
c) Foresla experiment man kan gora for att underséka om 18sningen gér att
forenkla ytterligare.
OBS: Ekvationerna behéver ej 16sas, men losningsgingen maste beskrivas i
detalj.
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Uppgift 5 (5 podng)

Flera polyesterifieringsreaktioner har egenskapen att de vid 1dga omséttningsgrader ar av
forsta ordningen map en av reaktanterna, medan de f6r hogre omséttningsgrader ndrmar sig
andra ordningen. Salmi et al har foreslagit en modell for att beskriva detta. For ett fall med
ekvimolédra méngder av reaktanter kan reaktionshastigheten uttryckas som:

r= glcg(c.)cf(c.)ﬂ, dar n(c*) = |:1 _ (1 _ 21—92 )(1 _ C*)]U(l_el)
OCh Cy = C/ CO

Har dr 0; och 0, modellens parametrar.
I ett f6rs6k (med ¢, =1) s& uppskattades reaktionshastigheterna vid olika

tidpunkter/koncentrationer till

Tid/min C r-10°
6 0,8621 343.,0

12 0,7530 242 8
129 0,2487 20,9
170 0,2106 14,5
596 0,0916 1,55
690 0,0837 1,16
1147 0,0646 0,496
1370 0,0595 0,339

Det antogs att médtosékerheten var hdgre for de hogre koncentrationerna/hastigheterna, vilket
gjorde att vid parameterbestimningen sa gjordes transformationen

y=n(r)
. . . . 2 3 o
Genom minimering av residualkvadratsumman SS= Z ( Y modell = yexpen.mem) 6r ovanstéende

data bestdmdes 0 och SS mm till

0, 4,671-10™
0, 7,40
SSE 0,0416
J'J 3,67-107 1769,8
1769,8 0,1345
% 7,478:10° -9,3419-10™
-9,8419-10™ 20,39

I en rapport dir man anvént en annan metod att bestimma parametrarna anges O1rapport =
4,5 10 och O2rapport = 8,4. Med de parametervirdena blir vér residualkvadratsumma SSErapport
=0,110.
a) Ligger rapportens parametervirden inom 95%-iga individuella konfidensintervall for
véra 0; respektive 0, ?
b) Ligger rapportens parametervirden inom ett sammansatt konfidensintervall med
korrekt form med approximativt 95 % konfidensgrad?
c) Ligger rapportens parametervirden inom ett sammansatt konfidensintervall med
approximativ form med 95% konfidensgrad?
Se bilaga f6r tabeller och formler.



Uppgift 6 (5 poing)
En alternativ bestdimning av parametrar gjordes ocksd med Vattemativ =T

Tid/min y (berdknad med |y 10° (berdknad
modell i uppg 5) med alternativ
modell)
6 -7,9778 335,2
12 -8,3233 252,9
129 -10,7758 18,83
170 11,1414 12,15
596 -13,3773 1,123
690 -13,6671 0,852
1147 -14,5167 0,379
1370 -14,8973 0,292

a) Vilken av modellerna, den i uppgift 5 eller den alternativa, uppfyller bést
forutsittningen “konstant varians’?

b) Undersok pa limpligt sitt om det, for modellen i uppgift 5, finns anledning att
anta att modellen kan forbittras vad géller koncentrationsberoendet.

¢) Medelkvadratsummor MS; definieras som kvot mellan en kvadratsumma SS;
och dess sd kallade frihetsgrader vi, dvs. MS; = SSy/ vi. Nédgra inom
regressionsanalys vanliga medelkvadratsummor &r:

m My

an(f)j—yj)z ZZ(JA’j—yij)z 227 yu)
MS, = MS, =15 MS, ==
m—p n—p n—m

i) Forklara beteckningarna n, nj, m, p, », ochy,!

ii) Tvd av medelkvadratsummoma kan, under olika forutsdttningar, anvands
for att skatta variansen o, Vilka, och nir kan den ena resp. den andra
anvandas?

iif) Kvoten mellan tvd av medelkvadratsummorna kan anvindas for att
beddma om en utvecklad modell &r “tillrickligt” bra relativt osdkerhet 1
mitdata. Vilka, och vad innebér det om kvotens vérde &r storre dn F-
fordelningens virde for motsvarande frihetsgrader och en given
signifikansgrad?



Bilaga till tentamen i Matematisk modellering:

The maximum likelihood estimate of the parameters B, b, can be obtained as
b=(XX)" XYy
The variance can be estimated as the residual mean square:
N SSE(b)
n—p

A 1-o joint confidence region for B, i.e. accounting for the simultaneous variation of all
the parameters is defined by

SSE(P) < SSE(b) [1+LF(p,n— », 05)}
_ 7

which in the linear case can be proven to be the ellipsoid

(B~b)XX(B-b) < ps’ F(p,n—p, )
where F(p,n-p;ct) is the upper o quantile for the F distribution with p and n-p degrees of
freedom. Note also that SSE(b) is the minimum residual sum of squares.

A 1-0. marginal confidence interval for the parameter f, is
b, tse(b,) t(a— p,c/2)

where t(n-p;0v2) is the upper /2 quantile for the Student's #-distribution with n-p degrees
of freedom and the standard error of the parameter estimator is

se(b,)=s {(X’X)—l}
pp
with {(X’X)'l}pp equal to the p™ diagonal term of the matrix xXx)h

A 1-o confidence interval for the expected response at xg is
X,b +54/x, (XX) ™ x, t(n— p,a/ 2)
A 1-a confidence band for the response function at any x is

x'bisdx'(X'X)_1 xy/pF(p,n—p,c)

The linear approximation can also be used to construct approximate confidence regions
for the non-linear case. We can then use the same equations as for the non-linear case by

replacing B by 6, b by 0*, X by J*, Xo'b by f(x0,6%), and xo by

. 9f(x,,0)
907
where * denotes “at minimum of SSE”.

o
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PERCENTAGE POINTS, STUDENT’S (-DISTRIBUTION

This table gives values of ¢ such that

_ ¢ n+1
"\ zt\-1
F@) = —= L1+ ;> Z gz
—~ay/nxT (g)
for n, the number of degrees of freedom, equal to 1, 2, . . . , 30, 40, 60, 120, ; and for
F(t) = 0.60, 0.75, 0.90, 0.95, 0.975, 0.99, 0.995, and 0.9995. The {~distribution is sym-
metzical, so that F(—t) = 1 — F(¢) ;
X 80 75 | .90 .95 975 .99 995 .9995
1| .325 1.000 3.078 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657 | 636.619
2| 289 .816 1.886 2.920 | 4.303 6.965 | 9.925 31.598
3| 277 765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.924
4| .2m 741 1.533 2.132 2.776 *| 3.747 | 4.604 8.610
5/ .267 .727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 6.869
6| .265 .718 1.440 1.943 2.447 | 3.143 3.707 5.959
7| .263 711 1.415 1.895 2.365 | 2.998 | 3.499 5.408
8| .262 .706 1.397 1.860 2.306 2.896 | 3.355 5.041
9| .21 .703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.781
10| .280 .700 1.372 1.812 2.228 2.764 | 3.169 4.587
11| 260 " 697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.437
12| .259 | 695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 4.318
13| 259 .694 1.350 1.771 2.160 2.650 | 3.012 4.221
14| 258 .692 1.345 1.761 2.145 2.624 | 2.977 4.140
15| 258 .691 1.341 1.753 2.131 2.602 | 2.947 4.073
. 18| 258 .690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 4.015
17| 257 .689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.965
18| 257 688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 3.922
19| 257 .688 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3.883
20| 257 687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850
21| 257 .686 1.323 | 1.721 2.080 | 2.518 | 2.831 3.819
22| .25 .686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.792
23| 256 .685 1.319 1.714 2.069 2.500 | 2.807 3.767
24| .25 .685 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.745
25| .25 .684 1.316 1.708 2.060 2.485 | 2.787 3.725
26| .25 .684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.707
27| -.256 .684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.690
23 .256 .683 1.313 1.701 2.048 2.467 2.763 3.674
29 .25 .683 1.311 1.699 2.045 2.462 | 2.756 3.659
30| .25 .683 1.310 1.697 2.042 2.457 | 2.750 3.646
0| 255 .681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551
60 | .254 .679 1.296 1.671 2.000 2.390 | 2.660 3.460
120 254 .677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.373
© | 253 674 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291

* This tabic is ahridged from the "Statistical Tables™ of R. A. Fisher and Frank-Yates published
by Oliver & Boyd. Lid., Fdinburgh and London, 1938. It is here published with the kind permisaion
of the authors and tieir publishers.
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1. Se boken kap. 3.4

Med anvéndande av skalbalans och Fourier’s lag blir energiekvationen:

. _ ank d 5 dr
Wrloar ~ Y9 ar
Randvillkor:
T(kR) =Ty,

T(R) =T,
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Uppgift 4 (2013)

la. uppfylla acceptanskriterier for relativa och absoluta fel; minimera antal steg/berdkningar

1b. redogor for hur feluppskattning mé&jliggor steglangdsjustering, forklara att den gors med
metoder olika ordning ex 4 och 5, ( kapitel 6.1).

2. redogdr for metoderna i)shooting, ii) finita differenser iii) kollokation, (beskrivet i kap 6.2).

3. diskretisering med centraldifferensapproximation

9(é+1)_26(§1)+0(é—1)
e

-0(5)=0
forenkling
0(&.)—(2+77)6(&)+6(4.)=0
Dirichlet BC vinster del av doman @, = 1

Neuman BC pé hogra randen, kraver fiktiv nod, ger linjért ekv. syst.

6,—(2+h")6,+6,=0
6,—(2+h)6,+6,=0
6,-(2+h")6,+6,=0
6,—(2+H)6,+6,=0

ﬁ ~ 05—03 =0
df|, 2k

ger

6,-6,=0

Matrisform (fem obekanta +fem ekv)



—(2+4?) 1 0 0 o'-el- 0
1 —(2+47) 1 0 0llg,| | o
0 1 —(2+rr) 1 0 6|=0
0 0 1 —(2+4*) 1 ol 10

LQS_ _O_

0 0 -1 0 1]

Dirichlet BC vinster del av domén 6, =1

Losningen pd doménen ges sdledes av 6,,6,,6,,0,,0,, diremot dr 6, fiktiv nod.
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Uppgift 5

a) Vi behdver 95%-iga individuella konfidensintervall. Da galler (frdn formelbladet)

b, tse(b,) t(n—p,a/2)

Ur uppgiftstexten fas att antal parametrar p = 2 och antal métdata n = 8. Ur tabell fas
t((8-2,0.975) = 2.449. For att berdkna se s& behovs en skattning av variansen

§* = SSED) _ 0.0069 = s=0.0833
n—p
Frin formelbladet
- 2.3-107°
se(b V=5 H(XX)"'} =
( p) {( ) }pp 0.376

Vilket ger att konfidensintervallen blir

4,671-10™ 4+ 5.57-107 resp. 7,40 £ 0.92.
Svar: Rapportens parametervirden ligger inom intervallet for parameter 1 men inte det for
parameter 2.

b) Vi behdver ett sammansatt konfidensintervall med korrekt form. Det ges av (formelbladet)
SSE(B) < SSE(b){l +—2 _Fp,n-p, 0()}
n—p

Fran tabell F(2,6,0.95)=5.1433, vilket ger att griansen i hogerledet blir 0.1130, vilket (pd
grinsen) innefattar det SSE vi fir for rapportens parametrar.

Svar: Rapportens parameterar ligger inom ett konfidensintervall med korrekt form och
approximativt 95 % konfidensgrad.

¢) Vi behdver ett sammansatt konfidensintervall med korrekt konfidensgrad men med
approximativ form. Det ges av (formelbladet)

(B—b)XX(B~b)< ps* F(p,n-p,@)
Hogerledet blir 0.0848 medan vénsterledet med rapportens parametervirden blir 0.0714.

Svar: Rapportens parametrar ligger inom ett konfidensintervall med approximativ form men
med exakt 95% konfidensgrad.

Uppgift 6
a) Eftersom vi inte har ett flertal upprepade forsok i olika omraden, sé terstdr bara
residualanalys som undersokningsmetod.
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Bilden till vanster dr den ursprungliga modellen och den till hoger den alternativa. Som synes
s& uppfyller den ursprungliga kravet pa konstant varians bést.
b) Undersokningen gérs med hjdlp av att plotta residualen mot ¢
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Som synes sé finns inget patagligt koncentrations-beroende.
©)
1) n=totalt antal observationer, inklusive upprepningar
n;= antalet upprepade forsok i punkten i
m=antal forsdkspunkter (punkter med olika virden pa x)
p=antal parametrar
¥; ochy,: Modellens virde resp. observationernas medelvérde i punkt j.

11) MS, kan anvindas om vi inte har signifikant ”Lack-of fit”, medan MS; kan anvidndas om
vi har upprepade forsok i nadgra punkter.
1i1) Kvot (testvariabel) &r MS;/MSs;. Om den 4r storre dn motsvarande F-virde, s& har vi “lack-
of-fit”, dvs. det finns troligtvis mdjlighet att forbattra modellen.



	MM_20130826_Tenta
	MM_20130826_Lösn

