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1. Hirled en mikroskopisk populationsbalans for cell-tillvéxt i en 1-D plugg flédes reaktor
(Fig.). Cellerna karakteriseras vid tiden t av lage x och massa m. Celltillviaxten v = dm/dt,
hastigheten u och nettogenereringen G antas givna.
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2. Ett keramiskt filter (=pordst material) &r utformat enligt figuren nedan. Vitska av ett visst
tryck pl (konstant lings cylindern) strémmar genom cylinderns mitt och pressas radiellt.
Trycket utanfor cylindern, p2, &r lagre &n trycket inuti. Still upp en modell for berdkning av
radiell tryckprofil och hastighetsprofil i filtervdggen under stationdra forhéllanden. Darcys lag

kan anses gilla. (5p)
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Uppgift 3 (5 poéng)

Under en katalytisk reaktion i en kanal giller foljande vérmebalans.

pmcm%; = eagz;rz— - vpCp%% - k(-AH)-C

dir T 4r temperaturen och x &r langden i m. Temperaturen stills in relativt snabbt i
systemet varfor den transienta variationen kan férsummas. Vidare kan
temperaturberoendet hos hastighetskonstanten forsummas fér denna reaktion.
Temperaturen i inloppet pé kanalen &r 200°C och temperaturen i utloppet &r ca 275-
350°C. Man kan anta att koncentrationen C 4r kind.

a) Stall upp kriterier for nér 4_ % kan férsummas?
X

b) Beskriv hur uppgiften 16ses om kriterierna ar uppfyllda och beskriv noggrant
hur du kontrollerar din approximation. Ekv. behéver ej 16sas, men
beskrivningen skall vara detaljerad.

Uppgift 4 (5 podng)

CO oxideras av O, 6ver en Pt-katalysator. Katalysatorn finns pa véggarna 1
monolitkanaler. Denna reaktion & mycket viktig for att rena bilavgaser frén
bensinmotorer fran CO. Man kan beskriva monolitkanalen med en tubreaktor, och
materialbalanserna for dessa reaktioner #r givna nedan tillsammans med
virmebalansen:
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Koncentrationen av CO och O, och temperaturen beror béde av lingd (z) och radie (r
). Hastighetskonstantens temperaturberoende kan forsummas i detta exempel. Anvind
valfri viktad residual for att 16sa hur Coooch Cop och temperaturen beror av z ochr.
Motivera tydligt! Inga ekvationer behover l8sas, men 16sningsgangen skall beskrivas i
detalj och alla ekvationer maste anges. Motivera val av randvillkor.
Koncentrationerna av O,, CO och temperatur i utlopp &r ej kénda.



Uppgift 5 (7 poéng)
Ketchup har som bekant en viskositet  som beror av skjuvhastigheten y. Métningar pa ett
fabrikat gav foljande resultat:

Forsok nr T y 1
°C 1/s Pas
1 30 0,1 224
2 30 0,1 210
3 30 5 7,88
4 30 100 0,606
5 30 100 0,611
6 35 0,1 188
7 35 0,1 219
8 35 5 6,81
9 35 100 0,494
10 35 100 0,497

Som utgangspunkt for modelleringen valdes foljande samband:

fs—1
AT Y 3 AT y
y=ln<77 >=ln <el+92 )(y ) =ln<01+92 >+(93—-1)ln<,y
nref Tref Yref Tref Yref

Hir ar © modellens parametrar och AT=T-Thr. Som referensvirden valdes Trer= 303,15 K,
Nre = 1,0 Pa s och y=1,0 st
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Genom minimering av residualkvadratsumman SS = Z( Y modell — yexpeﬁmem) for ovanstéende

data bestimdes 6 och SS mm till

0, 31,05

0, 224667

05 0,1394

SS 0,02370
N 0,012021 0,000111 0,429922
0,000111 1,8E-06 0,003728
0,429922 0,003728 111,2185
% 208,3651417 -12006,7 -0,40297
~12006,66459 1289054 3201346
-0,402965971 3,201346 0,010442

a) Parametern 03 ar en indikator pa vilken typ av skjuvhastighetsberoende en fluid har.
Bestim ett 95 %-igt konfidensintervall for denna parameter!

b) Hur varierar den relativa bredden (bredd/(predikterat virde pd y) pa ett 95%
konfidensband for y? Det ricker att géra undersdkningen for T=Tref och for tre
virden pa y: 0,1, 5 resp 100 st

¢) Berikna korrelationen mellan parameterparen 0, och 8, resp 0, och 63. Ange vad de
erhallna virdena innebir for utseendet av ett sammansatt konfidensomrade for dessa
parameterpar.

Ledning:
Korrelationskoefficientmatrisen C berdknas enligt




C, = —Dl—)i—, dar D =(1"J)"

LM

Se bilaga for dvriga tabeller och formler.

Uppgift 6 (3 podng)
Med de parametervirden som anges i uppgift 5 blir de med modellen berdknade
virdena pa y:
Forsok nr y (beréknad med
modell)

1 5,417212
2 5,417212
3 2,050481
4 -0,52768
5 -0,52768
6 5,279207
7 5,279207
8 1,912476
9 -0,66568
10 -0,66568

a) Undersok pé lampligt sitt om det finns anledning att anta modellens
temperatur- och/eller y-beroende kan forbattras pé nagot stt!

b) Undersok pé lampligt sétt om f5rutsittningen “konstant varians” kan anses
vara uppfylld, och foresla ndgon atgérd om den inte &r det.




Bilaga till tentamen i Matematisk modellering:

The maximum likelihood estimate of the parameters (3, b, can be obtained as
b=(X"X) X'y

The variance can be estimated as the residual mean square:
»_ SS(b)
N-P

S

A 1-a joint confidence region for B, 1.e. accounting for the simultaneous variation of all
the parameters is defined by

SS(B) < SS(b) {1 +

N-P
which in the linear case can be proven to be the ellipsoid

(B-b)" X"X(B—b) < Ps*F(P,N ~P,)
where F(P,N-P;c) is the upper o quantile for the F distribution with P and N-P degrees of
freedom. Note also that SS(b) is the minimum residual sum of squares.

F(P,N - P,a)]

A 1-o. marginal confidence interval for the parameter Bpis
b, +se(b,)(N—P,al2)

where t(N-P;0/2) is the upper o/2 quantile for the Student's -distribution with N-P
degrees of freedom and the standard error of the parameter estimator is

se(h,) = s {(XTX)'I}
pp
with {(XTX)'1 }pp €qual to the pth diagonal term of the matrix (XTX)'I.

A 1-o confidence interval for the expected response at Xo is
xTb+s\[x] (X'X) x, t(N-P,a/2)
A 1-0 confidence band for the response function at any X is

xX'btsyx’ (XTX)—l x/PF(P,N - P,a)

The linear approximation can also be used to construct approximate confidence regions
for the non-linear case. We can then use the same equations as for the non-linear case by
replacing B by 6, b by 6*, X by J*, xo'b by f(x0,6*), and o by

. 0f(x,,0)
L

o




617

PERCENTAGE POINTS, STUDENT'S ¢-DISTRIBUTION

This table gives values of ¢ such that

F(t) =

t

n+1
P( 2)

()

(1+153 N

for 7, the number of degrees of freedom, equal to 1, 2,

F(t) = 0.60, 0.75, 0.90, 0.95, 0.975, 0.99, 10.995, and 0 9995. The t—dlstnbutlon is syms-

. ., 30, 40 60, 120, «; and for

metrical, so that F(—¢) = 1 — F(t)
, X 60 . .75 .90 .95 975 .99 .995 .9995

1 .325 1.000 3.078 6.314 12.706 31.821 63.657 636.619
2 .289 .816 1.886 2.920 4.303 6.965 9.925 31.598
3 277 .765 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.924
4 .271 741 1.533 2.132 2.776 | 3.747 4.604 8.610
S| .267 727 1.476 2.015 2.571 3.365 4.032 6.869
6 .265 .718 1.440 1.943 2.447 3.143 3.707 5.959
7 .263 711 1.415 1.895 2.365, 2.998 3.499 5.408
8 .262 .706 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 5.041
9 .261 .703 1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 4.781
10} .20 | .700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.587
11 .260 [ .697 1.363 1.796 2.201 2.718 3.106 4.437
12| .259 .695 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 4.318
13 .259 .694 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 4.221
14 .258 | .692 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 4.140
15 .258 .691 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 4.073
16 .258 .690 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 4.015
- 17 .257 .689 1.333 1.740 2.110 2.567 2.898 3.965
18 .257 .688 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 - 3.922
19 .257 .688 | 1.328 1.729 2.093 -2.539 2.861 3.883
20 .257 .687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850
21 .257 .686 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 3.819
22 .256 .686 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.792
23 .256 .685 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 3.767
24 256 .685 1.318 1.711 ' 2.064 2.492 2.797 3.745
25 .256 .684 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 3.725
26 .256 .684 1.315 1.706 2.056 2.479 2.779 3.707
271 -.256 .684 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 3.690
28 .256 .683 1.313 1.701 2.048 | 2.467 2.763 3.674
29 .256 .683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.659
30 .256 .683 1.310 1.697 2.042 2.457 2.750 3.646
40 .255 .681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551
60 254 .679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.460
120 .254 .677 1.289 1.658 1.980 2.358 2.617 3.373
w .253 .674 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.291

* This table is abridged from the “Xtatistical Tables” of R. A. Fisher and Frank Yates published
It is here published with the kind permission

by Oliver & Bayd. Lid.,

Fdinburgh and London, 1938,
of the authors and their publishers.
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dependent mean aquares est

= §;/m and s} = S:/nafe

imiating a common variance o3 and based on m and n degrees of freedom, respectively.
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