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1. En vitska strommar laminért mellan tva stora vertikala plattor under inflytande av en
konstant tryckgradient. Ena ytan (till vénster) stér stilla och den hogra ror sig uppat med
hastigheten v, (se Figur). Stéll, genom att stryka termer i den generella transportekvationen

(se bilaga), upp en stationér modell for hastighetsférdelningen v, (x) ! Motivera! (4p)

2. Klordioxid (CIO,) anvinds vid blekning av vattensuspensioner av pappersmassa. CIO,
reagerar snabbt och irreversibelt med ligninet i massan, som utgdr ungefdr 5%; resterande del
av massan (framforallt cellulosa) ar inert map CIO,. Forutom reaktionen med lignin sker en

langsam spontan sénderdelning av CIO, .

En forenklad bild av processen visas i Figur. Gransytan mellan CIO, -16sning och massan
ligger vid x=0, och tjockleken av denna kan antas "oéndlig". Om vi antar att reaktionen
mellan CIO, och lignin dr "o#éndligt" snabb bildas en skarp gréns mellan blekt och oblekt

massa (x = &(t)). Koncentrationen av C/O, vid x=0 4r konstant C ,, och den oblekta lignin-
koncentrationen dr C,, . Ligninet ingér i fiberstrukturen och kan dérfr betraktas som

immobil. Antag att sénderdelningen av CIO, sker enligt férsta ordningens homogen reaktion.

Stéll upp en matematisk modell for blekningsforloppet! (6p)

ClO, Bleached
Solution Pulp
Ca= Cao




Uppgift 3 (6 podng)

a)

b)

CO oxideras av O, pa en platina katalysator. En mdjlig reaktionshastighet for detta
system ér:

.= k ccocon
co — 2
(1 + KeoCeo )

cco och cpp dr koncentrationer. Syre finns i stort overskott. Materialbalansen for en
cylindrisk reaktor beskrivs enligt.

3C,, o, 3Cep o, 9Ceo , ¥4 9Cco Y 18 (r 5Cc0\}azcco +_1_5ch0 o
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Katalysatorytan dr liten vilket gor att stationért tillstind instiller sig snabbt.
Koncentrationen i radiell led (och dven i 8) kan antas konstant och hastigheten i radiell
led férsummas. Anvind valfri viktad residual f6r att 16sa koncentrationen av CO som
funktion av z. Motivera val av polynom och randvillkor. For full poéng krévs ej att
ekvationerna 1oses, men alla ekvationer skall finnas och lsningsmetod beskrivas 1
detalj.

Ledning. Det kan antas att koncentrationen i utloppet &r néra konstant.

Beskriv p4 samma sitt 13sningsmetoden om en annan typ av viktad residual anvénds.
(valfri, men ej samma som i a)).




Uppgift 4 (4 podng)

Beskriv fyra olika metoder for att forenkla matematiska modeller. Varje metod skall forklaras
noggrant, tex genom att ange ett exempel. Ekvationer behdver ej anges.




Uppgift 5 (7 poéng)

En undersokning av hur virmedverforingen vid féréngning inuti ett rér med en speciell
ytstruktur beror av bland annat hur mycket roret lutar har genom{6rts. Nu soks en modell for
att beskriva hur detta beroende ser ut for ett visst ror, for ett visst tryck, for ett visst &mne och
for ett visst flode. Ett forsta forslag ar

h=ax(b - x)[1+ c(1 - x)*° sin(a)]**®

Hir 4r x angfraktionen, o rérets lutning och h virmedverforingskoefficienten (i W/(m?* K)).
h

2
expm-mem) {for de data som

Genom minimering av residualkvadratsumman SS = Z(h

modell

aterfinns i tabell i uppgift 6 bestimdes parametrarna a, b, ¢ och kvadratsumma mm till

a (parameter 1) 3893
b (parameter 2) 2,07
¢ (parameter 3) 0,131
SS 2,38:10°

J 4,869 1,244-10" -33,984

1,244-10* 3,205-107 -5,197-10*

33,984 -5,197-10* 2,174-10°

3! 26,235 -0,010 1,667-10"

-0,010 3,984-10°° -6,395-10%

1,667-10™ -6,395-10°® 4,611-107

En annan undersdkning under liknande forhéllanden har kommit fram till andra vérden pa
parametrarna i modellen, ndmligen a=5800, b=1,55 och ¢=0,5. Med véra” forsoksdata och
den andra undersokningens parametrar blir residualkvadratsumman 7,001 0°.

a) Gér det att séiga att ndgot/ngra av den andra undersokningens parametervérden skiljer
sig signifikant frén de “var” undersdkning kommit fram till? Anvénd 95%-iga
individuella konfidensintervall i denna deluppgift.

b) Ligger den andra underskningens parametervirden inom ett sammansatt 95 %o-igt
konfidensintervall for a, b och ¢? Gor undersdkningen for bdda de typer av
sammansatta konfidensintervall som gatts igenom i kursen och beskriv kort vad som
karakteriserar respektive typ av konfidensomrade (dvs. pa vad sitt skiljer de sig).

¢) Undersok korrelationen mellan parametrarna a, b och ¢. Vad innebér de resulterande
virdena? Illustrera girna grafiskt.

Ledning:
Korrelationskoefficientmatrisen C berdknas enligt

C, = ~ Dy aarp=(ma)
’ ’\/Di,i 'Dj,j

Se bilaga for 6vriga tabeller och formler.




Uppgift 6 (3 poéng)

I nedanstaende tabell finns de védrden man far i de uppmitta punkterna f6r modellen i uppgift

5 med optimala védrden pa parametrarna.

X a (grader) h uppmitt h modell
0,26 -60 1880 1764
0,27 0 1970 1891
0,27 60 2170 1957
0,45 -60 2510 2749
0,45 0 2600 2837
0,45 60 2900 2920
0,64 -60 3670 3477
0,66 0 3720 3621
0,67 60 3620 3730
a) Undersok pa lampligt sétt om variansen kan anses konstant.
b) Undersok pa lampligt sétt om det finns anledning att anta att modellen i uppgift 5, med

de genom kvadratsummeminimering bestimda parametrarna, kan forbéttras pa nagot
sitt (utdver det som undersoktes i deluppgift a)). Av undersékningen skall framga vad
som bor forbittras (om ndgot) och (ungeférligt, i ord) en idé om hur skall ges.
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Appendix A: Microscopic transport equations

Table A1 Microscopic transport equations in rectangular coordinates

Mass Balance for Componem‘ A in Dilute Binary System
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Bilaga till tentamen i Matematisk modellering:

The maximum likelihood estimate of the parameters B, b, can be ebtained as
’ b=(X"X)" X'y

The variance can be estimated as the residual mean: square:
- 2 _SS0)
N-P_

‘ A’i-a joint confidence region for B, i.e. accounting for the simultaneous variation of all
the parameters is defined by '

- P
SS(BY<SS(b) [1 + o PF(P, N- f’,a)]
which in the linear case can be proven to be the ellipsoid
" (B-b)Y X*X(B-b) < Ps’ F(P,N-P,a) _
 where F(P,N-P;c) is the upper a quantile for the F distribution with P and N-P degrees of
freedom. Note also that SS(b) is the minimum residual sum of squares.

e

A 1o tharginal confidence interval for the parameter By is
b, +se(b,) (N P,a/2)

where t(N-P;a/2) is the upper /2 quantile for the Student's #-distribution with N-P
degrees of freedom and the standard error of the parameter estimatoris - -

- sep)=s JE@X)]
. 4 _ S
with {(XTX)"}p equal to the pth diagonal term of the matrix Xyt
A 1-0. confidence interval for the expected response at Xo is -

b5 < (KK) 5, (N~ P,al2)

A 1-o confidence band for the response finction at any x is
X'b 5, /xf (X'X) xJPF(?,N-P,2)

-The linear approximation can also be used to construct approximate confidence regions
for the non-linear case. We can then use the same equations as for the non-linear case by
replacing f by 8, b by 6%, X by J*, xg'b by £x0,6%), and xo by

j - a f(xﬁ ’ e) ) ’
] aer L.
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Thig table gives values of £ such that

'F(t)=f

), =; and for

ibation is

=1
% dz

)

2+

+1

2

e

)
\/Er(;)

forn,thénumberofdegr&sofﬁ"wdom,equﬂﬁol,& .« = 530,40, 60,
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