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1. Harled en mikroskopisk populationsbalans for cell-tillvixt i en 1-D plugg flédes reaktor
(Fig. 1). Cellerna karakteriseras vid tiden t av lage x och massa m. Celltillvixten v = dm/dt,
hastigheten u och nettogenereringen G antas givna.
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2. " For att 6ka kylningen av en varm maskindel fastsétts flénsar i form av avsmalnande
metallstavar (se Fig. 2). Still, med hjdlp av skalbalans, upp en stationdr modell f6r
virmetransporten i en stav. Viggtemperaturen dr 7, och omgivningens temperatur ar 7, .

Radiella temperaturvariationer i staven kan forsummas och konvektiva
virmeoverforingskoefficienten, h, &r given.

Tvirsnittsytan A och omkretsen P varierar med avstdndet frén viggen enligt:
A=A®X)
P =P(x) . S

(5p)




Uppgift 3 (5 poing)

NO &r en mycket giftig forening som bildas vid forbrénning fran fordon och stationira
anldggningar. Denna kan reduceras genom att tillsitta ammoniak.
Reaktionen och dess hastighet beskrivs av

2NO+2NH;3+0.50, = 2N,+3H,0
rscr=k* Cno*Cnms

En del NH; oxideras ocksd med O enligt:
2NH3+1.50; = N,+3H,0
3,00k  Co2* Crs

Dir O, halten dr s& hog att den kan betraktas som konstant.

Katalysatorn 4r belagd p& kanalerna av en monolit och materialbalansen for
komponent i kan beskrivas enligt:

d*c.  dc
e,,de'—v dZ’+Zv,.r=0 1)

dir C #r koncentrationen (mol/m®), z 4r lingden (m), v 4r flodeshastigheten (m/s), De,
ir axiell dispersions koefficient (m?/s), r reaktionshastigheten (mol/(s m?)), v
stokiometrisk koefficient. Vid katalysatorns utlopp kan koncentrationséndringen av
NO och NHj antas vara mycket liten.

a) Anvind valfri viktad residual for att 16sa koncentrationen av NO och NH; som
funktion av lédngden, z, i en ideal tubreaktor. Ekvationerna beh6ver ej 16sas,
men alla ekvationer, parametrar, randvillkor, etc. skall noggrant motiveras.
Losningsgéngen skall beskrivas i detal;.

b) Beskriv hur du anvénder residualanalys for att underséka tillforlitligheten i din
approximation.




Uppgift 4 (5 podng)

a) Nar en kropp faller i luft kan dess rorelse beskrivas av

b)

c)

dv pv?
m—-mg + CoA—=0
a e T

Denna ekvation kan l6sas for 2 begrinsande fall. Beskriv dessa och visa
grafiskt principen.

Koncentrationen i en tubreaktor med axiell dispersion kan beskrivas med
foljande ekvation:
2
Dea—cz—g———viq—kc2 =0
dz dz

Linjédrisering &r en metod for att forenkla 16snigen f6r denna ekvation. Beskriv
hur du linjériserar ekvationen ovan.
Beskriv ytterligare en metod (valfri) for att férenkla matematiska modeller.



Uppgift 5 (5 poéng)

Hastigheten r for reaktionen nir 2-etylhexenal (dmne A) hydreras till 2-etylhexanal (dmne B)
undersoktes for ndgra olika koncentrationer och temperaturer med f6ljande experimentella
resultat:

Forssk nr DA DB P2 T r
1 1,4 2,8 88,2 379,7 126
2 2,9 5,0 188,8 379.,8 246
3 7,3 5,5 24,1 379,5 362
4 1,0 2,2 87,7 404,9 126
5 7,6 7.1 22,0 404,8 477
6 2,4 6,3 80,6 404,7 234
7 1,7 3,0 118,0 429.5 252
8 3,5 6.4 115,7 4294 348
9 5,4 6,7 59,6 429.4 587

Som ett forsta steg i arbetet med att modellera reaktionen underscktes modellen

1 1
r =aexp(b(—-->))p°
p( (T,ef T))pA

Har &r pa partialtrycket av A och Tir &r en referenstemperatur med virdet 400 K. Genom

m experiment

e . 2 .
minimering av residualkvadratsumman SS = Z(r wgetl — 7 ) for ovanstdende data

bestimdes parametrarna a, b, och ¢ samt SS mm till

a (parameter 1) 128,2
b (parameter 2) 1871
¢ (parameter 3) 0,652
SS 9118

'y 62,37 0,5521 1,24:10*

0,5521 0,0185 96,18

1,24:10* 96,18 2,746:10°

J@n! 0,1903 -1,475 -8,09-10"

-1,475 77,735 0,0040

-8,09-10™ 0,0040 3,887-10°

a) En annan undersokning av reaktionshastigheten har kommit fram till vérdet 1215 for b
och 0,87 for c. Gar det att sédga att dessa vérden skiljer sig signifikant fran de som
anges ovan? Anvind 95%-iga individuella konfidensintervall vid undersékningen.

b) Inforandet av en referenstemperatur (T, ) i modellen har gjorts for att minska
korrelationen mellan parametrarna a och b (utan den blev korrelationskoefficienten
0,99). Har det lyckats? Vad innebér det tidigare och det nuvarande virdet? Illustrera
gérna grafiskt.

¢) Hur siker 4r modellens prediktion av reaktionshastigheten? Berékna ett 95%
konfidensintervall for r i den sista forsokspunkten (punkt 9). Med modellen beréknat
vérde pa r finns i tabell 1 uppgift 6.

Ledning:
Korrelationskoefficientmatrisen C berdknas enligt




Py garp=(3a)’

Ci,j [Di’i 'Dj,j

Se bilaga for 6vriga tabeller och formler.

Uppgift 6 (5 podng)
a) Med de parameterviarden som anges i uppgift 5 blir den med modellen beréknade

reaktionshastigheten

Forsok nr r (berdknad med

modell)
124
200
364
136
508
240
250
400
530

OR[Nk (W —

Undersok pa lampligt sétt om det finns anledning att anta att modellen i uppgift 5,
med de genom kvadratsummeminimering bestimda parametrarna, kan forbattras
pa ndgot sitt. Foresla, med undersékningen som grund, ett 1ampligt nésta steg i
modelleringsprocessen.

b) Beskriv hur (i princip) en lack-of-fit-analys gér till. Inkludera

En kort beskrivning av hur forstksdata méste se ut for att det skall ga att gora
en analys

en graf, med “pahittade” data och en modell som kan beskrivas med en rat
linje. Visa de strackor som motsvarar de skillnader som ingar i
residualkvadratsumman respektive “pure-error”’-kvadratsumman.

En beskrivning av innebdrden av att virdet av testvariabeln —LS—‘S—'L—;-KL— blir (mer
v

[ e

idn fyra génger) st6rre &n motsvarande vérde fran F-fordelningen, F(vL,ve;o).
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Bilaga till tentamen i Matematisk modellering:

The maximurn likelihood estimate of the parameters B, b, can be obtamed as
b= (XTX) X7y

The variance can be estimated as the residual mean: square:
: 2 _5(b)

S =
N-P

A 1-a joint confidence region for B, i.e. accounting for the mmultaneous variation of all
the para.meters is defined by

SS(B)< SS(b) [1 + NP
which in the linear case can be proven to be the ellipsoid

(B-b)’X"X(p-b) < Ps* F(P,N-P,a)
where F(P,N-P;) is the upper a quantlle for the F distribution with P and N—P degrees of

PF(AP,N—I.’,a):]

freedom. Note also that SS(b) is the minimum residual sum of squares. P

Ala marginal confidence interval for the parameter B, is

b, £se(b, )N -P,a/2)

where t(N-P;cv/2) is the upper o/2 quantile for the Student's -distribution with N-P
degrees of freedom and the standard error of the parameter estimator is -

 se(h,)=s {(x’x)}

with {(X X)"}pp equal to the pth dlagonal term of the matrix (X"X)".

A 1-a confidence interval for the expected response at xq is
bt syx (XX) x, (V- P,a/2)

A 1-a confidence band for the response fimction at any x is

bt sy (X'X) xPF(,N-P,q)

- The linear approximation can also be used to construct approximate confidence regions

for the non-linear case. We can then use the same equations as for the non-linear case by
replacing B by 6, b by 6%, X by J*, b by f(x0,6%), and xo by

j < 08x0) L
0 207 ;
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