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1. En vitska strommar laminart mellan tva vertikala plattor under inflytande av en konstant
nedatriktad tryckgradient. Ena ytan (till vénster) star stilla och den hogra ror sig uppat med
hastigheten v, (se Figur). Still, genom att stryka termer i den generella transportekvationen

(se bilaga), upp en stationdr modell for hastighetsfordelningen v, (x) ! Motivera! (4p)

2. D4 ett jus tinds kommer stearinet ndrmast lagan att na smélttemperaturen T, och ljuset

borjar smélta (se Figur). Antag att netto virmeflux (instrilning minus konvektion ut) till
toppytan, ¢, , ar konstant och att det smiilta skiktet ar tunt. Varmeforluster frén ljusets

mantelyta kan inte forsummas, men antag for enkelhets skull att radiella temperatur
variationer ar smé. Basen av ljuset hélls vid konstant omgivningstemperatur 7, . Stall upp en

modell for att berikna L(t)! Hojden dr ursprungligen L. (6p)
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Uppgift 3 (4 poidng)

a)

For en icke-adiabatisk cylindrisk tubreaktor kan virmebalansen beskrivas enligt:

or

2
oG, (L, 2L s, )il 2(,0T) 4 2 T
Oz

+ 1
ot Vs Oz Vr or r or © )

ddr z dr langden och r radien pé cylindern (enhet m). Ta fram uttryck for
tidskonstanten for de olika processerna i ekvationen ovan (¢j for reaktionsvérmet).
Totala langden &r L och radien Ry, och temperaturen in i cylindern Ty och ut Tyr.
Motivering krévs.

b)

Antag stationdra betingelser och anta att temperaturen &r konstant 1 radiell led.
Reaktionen dr exoterm och har natt 100% omséttning efter langden 0.9L. Ange
kriterier for ndr den axiella ledningen kan férsummas. Motivering av alla antagande
krévs.




Uppgift 4

(6 poéng)

En sfirisk katalysator anviinds for en exoterm reaktion. Materialbalansen dr

d*c 2d
“ =L R,=0
dr® rdr
och virmebalansen
d*T 2dT
+ + R =0
dr?® radr PR,

Reaktionshastigheten beskrivs av

R = kc?

Dir hastighetskonstanten beskrivs av Arrhenius ekvationen:

b = fo~BalRT)

Dir A #r den pre-exponentiella faktorn och Ea aktiveringsenergin. Anvénd valfri
viktad residual for att beskriva hur koncentrationen ¢ beror av radien. Motivera val av

randvillkor.

OBS: Ekvationerna behover ej losas, men losningsgangen maste beskrivas i

detalj.




Uppgift 5 (6 poing)

Vid modellering av termodynamik for blandningar anvénder man sig ofta av s.k
aktivitetsfaktormodeller. Denna uppgift handlar om parameterskattning i en modell for att
beskriva hur trycket (P) varierar med sammansittningen for en viss temperatur. Hir anvénder
vi oss av van Laars aktivitetsfaktormodell som for en binér blandning kan uttryckas som

P — Rsalylx + Pz.ml}/z (1 _ x)
dir
x = molfraktion av dmne 1 i viitskefasen

P™ = angtryck av rent dmne i

B R
14 6,x 1+6?2(1—-x)
6,(1-x) O,x

Vi har fbljande mitdata for blandningen metanol (émne 1) och bensen (dmne 2) vid 90 °C:

Iny, =

Mitpunkt X y p
nr molfraktion &mne 1 i gasfas torr
1 0,117 0,502 1865
2 0,257 0,594 2113
3 0,376 0,618 2218
4 0,549 0,65 2273
5 0,707 0,689 2292
6 0,856 0,765 2208

Fran litteraturdata har vi att 2**(90°C) =1918 torr och £* (90 °C)=1022 torr .

Genom minimering av residualkvadratsumman bestimdes parametrarna till
6,= 1,863 och 6, = 1,636. Residualkvadratsumman SS blev 2601 torr?,

e (4427 =2,764)
(J J) = 10
-2,764 3,017

och
T 0,52797 0,48372 .
= 10
0,48372 0,77461

Det gar (utan regression) att bestimma modellens parametrar frin matvirden for x, y ochPi
en enda punkt. En sddan bestdmning for sista punkten ovan ger parametervérdena

67 =2,03 och 67 =1,62.

a) Ligger “enpunktsparametrarna” (67och ;) innanfor individuella 95 %-iga




konfidensintervall for vara parametrar?

b) Ligger “enpunktsparametrarna” innanfor ett sammansatt 95 %-igt
konfidensomrade med korrekt konfidensgrad (men inte nédvéndigtvis korrekt
form) for vara parametrar?

) Klarar modellen med véara parametrar att forutsdga trycket for x = 0,5 inom £ 1 %?
Undersok detta genom att bestimma ldmpligt konfidensintervall. Modellens

beriknade virde for x=0,5 4r 2254 torr, S—g =168, 7 torr och —gg— =397 torr.

1 2

Se bilaga for tabeller och formler.

Uppgift 6 (4 poéng)

a) Med véra parametrar och modellen i uppgift 5 fas foljande berédknade vérden for

trycket P:
Miétpunkt P (berdknad)
nr torr
1 1844
2 2151
3 2225
4 2261
5 2270
6 2203

Undersok med hjilp av detta pa ldmpligt sdtt om modellen i uppgift 5 kan forbéttras och i s&
fall hur!

b) Beskriv en metod (annan &n den du anvint i uppgift 6a) som kan anvéndas for att
undersika om det ir troligt att modellen kan forbittras ytterligare. Du behdver inte
géra nagra berdkningar och ndgra exakta formuleringar av ekvationer krévs ¢j, men
proceduren och ingdende variablers innebord skall beskrivas. Forklara varfor (och till
vad som) upprepade forsok i samma punkt krévs.




Appendix A: Microscopic transport equations

Table A1 Microscopic transport equations in rectangular coordinates

Mass Balance for Component A in Dilute Binary System
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‘ at ¥ ox Y ay * oz 48 ay2 + o)t R
Accumu- Transport through surface Transport through surface ’ Genera-
fation by bulk flow by mass diffusion tion
Mass Balance for i Specie (Multicomponent)
I o, ap(+ op
at =2z~ Dvay T Y on
Accumu-~ Transport through surface
lation by bulk flow
a . {d1n ay\ 2x
= { Z MIM)‘@U‘: i z ( ) ==
P iz1 S\ oxe [ Bx
ks
3 n 51 3 Transport
na X through
e e e L — z M,M@u xj z ) = surface
P iz a1 8xk ay ) by mass
kef diffusion
3 [ r (91nay\ ox
4 —{— M K73 < 1) 22k r
5\ 5 2, MMP\x 2\~ ) o | [T
j=1 k=1 .
k#j Gencration
Mass Balance (Tora[)
dv v dv,
==+ 2+ ==0
ax cy ¢z
Transport by buik flow
Momentum Balance
Xx component !
av C‘b v dv
P ——i + V== 4w + vy —=
ox By ¢z
Accumu- Transport through surface
lation by bulk flow
”p aﬂu, 820, Bzv,
= + —= + +
Il ey ay2 PE=
Transpon through surfacc by Genera-
viscous diffusion tion
y component
dv, cr ot ov
B et I e =
P ( ot =ax T By ? oz
Accumu- Transport through surface
lation by bulk fiow ’
) Bp 3211 2% 82uy
= + gzt -+ +
wls— 3y2 Py
Tmnspon through surfacc Genera~
- by vzscous diffusion tion

z component

dv,  ov.  Bu, - 0
vp(b +0 ;‘+u—3+u-iz)

v ay ® oz
Accumu- Transport through surface
lation by bulk flow

F:} %y, v, v
=—l+(u+ Sl g 2)+sz

F} ox* oz*
Transport through surface Genera-
by viscous diffusion tion

Energy Balance
PC<T+uxGT+v—aI 2Zﬁ)--

T erT  °o*T
+ v k — + S
Y ay 2oz (8x2 + y* taz *
Accumu-  Transport through surface Transport through surface Genera-
lation by bulk flow by thermal diffusion tion
Mechanical Energy Balance
3k ek oK aKk op ap ap
— + Ve + Uy —— + —_— = - —_— - -
P(ar *ox Voay Yz 5z ”‘ax+””ay+”25z
Accumu-  Transport through surface Work
lation by bulk flow

+ p(vzgx + vygy + v:g-) + irreversible losses

Generation (consumption)

Al



SR AT AT S e B S e © e

.;uij'

Bilaga till tentamen i Matematisk modeliering:

The maximum likelihood estimate of the parameters B, b, can be obtained as
b=(X"X)" X"y

The variance can be estimated as the residual mean square:
,_SS(®)
N-P.

§

Al-a joint confidence region for B, i.e. accounting for the simultaneous variation of all
the parameters is defined by '

SS(B)y<SS()| 1+
B <b>[ >
which in the linear case can be proven to be the ellipsoid

(p-b) X"X(p-b) < Ps*F(P,N-P,x) ,

where F(P,N-P;) is the upper o quantile for the F distribution with P and N-P degrees of
freedom. Note also that SS(b) is the minimum residual sum of squares. <

F(P,N—P,a)]

A 1-o marginal confidence interval for the parameter By is

b, se(bp)t(N.—P,cz/Z)

where t(N-P;cv/2) is the upper a/2 quantile for the Student's z-distribution with N-P
degrees of freedom and the standard error of the parameter estimator is -

- vse(bp)”m |

with {(XTX)'l}pp equal to the pth diagonél term of the matrix (XTX)'l.
A 1.0 confidence interval for the expected response at Xo is |

Chisyx] (X"X) x, (¥ -P,a/2)

A 1-o confidence band for the response function at any X is
Xbtsx (X'X) x/PF(P,N-P,a)

The linear approximation can also be used to construct approximate confidence regions
for the non-linear case. We can then use the same equations as for the non-linear case by
replacing B by 6, b by 8%, X by J*, Xo'b by £(%0,8%), and xo by

. 8f(x,,6)

o= g7

a
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PERCENTAGL POENT S, STUDENT’S t-DESTRIEUHON

This table gives values of ¢ such that

=)

foru,thenmnberofdegrwofﬁmdom,eqmlﬁol 2 .. ,30 40 €0, 120, «; and for
F(7) = 0.60, 0.75, 090, 0.95, 0.975, 0.99, 0.995, and 0.9995. The t—dzsmoutlon is sym-
metncal,mtha.F(—t)=I—F(t)

s-‘-l
(1 +E777 &

AL

x £ 55} %0 85 | 975 <99 895, 9995
1| 325 1.600 '} 3.073 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657 | 636.619
2] .28 818 | 1.8%6 2,920 ]- 4.303 6.965 9.925 31.598
3f .27 765 .| 1.6338 2.353 3.132 4541 | 5.841 12.92¢
4| 2n1 741 1.533 | 2.132 2.778 7] 3.747 4.604 8.610
S .267 T.72T 1 1.478 2,015 | 2.571 | 3.365 | 4.032 6.869 -
‘8] .263 STI18 | -1.440 1.943 2447 3.143 | -3.707 5.959
7] 283 .T11 (1.415 1.895 2.365, | 2.998 3.499 5.408
8] .82 -706 | 1.397 1.860 | 2.306 2.896 3.355 5.041
8} 261 703 ‘1.353 1.833 2.262 2.821 3.250 4.781
1I0f =20 [ .70 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.587
D3 260 N 74 1.353 1.796 2.201 2.718 .} 3.106 |  4.437
12} .253 - 695 | . 1.3568 1.782 2.179 2.681 3.055 4.318
13 .25 654 1.350 1.771 2.160 | 2.650 3.012. 4.221
‘14{ 258 632 | 1.345 1.761 2.145 2.624 | 2.977 | 4.140
15) =258 |  .691 | 1.3 1.753 2.131 2,602 | 2.947 4.073
_-18f 7 253 .680 | 1.337 1.745 2.120 | 2.583 2.921 | 4.015
S IT) 257 .689 | 1333 1.740 { =2.110 | 2.567 | 2.898 | 3.965
131 257 | - .683 1.330 1.73¢ { 21017 . 2.552 |- '2.578 |- 3.922
19} 257 - .688° { 1328 | 1.729 2.093 | --2.539 | 2.861 | 3.883 .
201 .257 887 1.325 1.725 2.08 | 2.528 2.845 3.850
21f .257 686 1.323 1.721 2.080 | 2.513 2.831 3.819
22| =25 6867 | 1.321 1.717 2.074 2.508 { 2.819. 3.792
23] =258 .685 1.319 1714 | - 2.089 2.500 2.8507 3.767
24} .25 885 | 1.318 1.711 | "2.064 | 2.492 2.797 3.745
25{ =258 684 | 1.318 1.708 2.060 2.485 | 2.7%7 3.725
- 28] 258 - 684 1.313 1706 | 2.058 2.479 | 2.779 370
2T 256, 684 | 1.314 1.703 2,052 | 2413 | -2.77L 3.650
28| .256 - .633 1.313 1.701 2.043 { 2.467 2.7 3.674
29| .25% . 683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 - 3.659
30| =256 683 1.319 | 1.697 2.042 2.457 .|~ 2.730 3.646
9] .2 .681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551
€0 .25¢ | 679 | 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.460
120 254 877 1.239 1.653 1.98¢0 2.238 2.617 3.373
- 23 f .64 1.282 1.645 "1.960 2.325 2.576 3.291

* Thix tzhic s abddes] from the "Statisticn] Tables™ of R. A. Fisieer and Fraok- Vates P“hw
by Ofiver & Huyd. Lid. Edinhurgh and London, 1938, It is here pubiished nlhdxehndperuunlon
of the authocs and their puiiisherx.
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