TENTAMEN I MATEMATISK MODELLERING INOM KEMITEKNIKEN
KAA051 (KAA050)
Onsdag 16 januari 2008 kI 08.30-13.30i V

Anders Rasmuson &dr antréffbar for fragor pa telefonankn 2940 eller 27 36 06 och

kommer att vara i tentamenslokalen ndgon gang mellan kl 10.00 och 11.00.

Granskning av tentamensréttningen kan ske tidigast den 5 februari 2008.

Betygsgranser

Poéng: 0-14 15-19 20-24 25-
Betyg: U 3 4 5
Tillatna hjilpmedel

Skrivdon och valfri rdknedosa (nollstilld)
TEFYMA-tabellen

Physics Handbook

Standard Mathematical Tables

BETA Mathematics Handbook samt
Handbook of Chemistry and Physics



1. Tv4 icke blandbara vitskor strommar lamindrt mellan tva horisontella plattor enligt

Figur. Still med hjalp av skalbalans (dvs. ¢j genom forenkling av NS ekvation) upp en modell
(inklusive randvillkor) for hastighetsprofilen i spalten under stationéra forhallanden.
Stromningen #r fullt utbildad och #nd-effekter kan forsummas. Modellen ska ej 6sas!

Ledning: I fas-griinsytan mellan vétskorna dr hastighet och rorelseméngds-flax
kontinuerliga. (5p)

Less dense,

less viscous
I e \ fluid

More dense,
more viscous - ¥

2. Forvintern 1657 str svenska hiren med Karl X i spetsen pé Jylland och funderar pa att
anfalla Dansken som slagit vinterlsiger pa Sjilland. Problemet ir att isen Gver Bilten som
skiljer Jylland fran Sjilland 4r for tunn. Isen véxer dock snabbt eftersom det &r kallt och ingen
snd ligger pa isen och isolerar. Still upp en matematisk modell for istillvixten, med f6ljande
antaganden:

vindhastigheten 6ver isen ar konstant

temperaturen hos omgivande luft 4r konstant och l4gre &n fryspunkten
virmeledningen i isen #r snabb i forhéllande till istillvixten

vattnet dr nollgradigt och vil omblandat

stralning kan férsummas

isens ursprungstjocklek ar zg

Motivera! (5p)




Uppgift 3 (5 poéng)

Materialbalansen for en kemisk reaktion som kors i en packad biadd kan skrivas

2
FC X
0z Oz

Gor en grov skattning av derivatorna och avgdér om man kan forenkla 16sningen av ekvationen.
Los sedan dem forenklade ekvationen och kolla om approximationerna var OK. Diskutera om
man genom att 16sa den férenklade ekvationen kan verifiera att man kan fa en korrekt 16sning.

Inflédeskoncentration Cin = 1000 mol/m>
Utflode flg =0 mol/m*
dz
Reaktorns langd L =2m
Dispersion Dea =210 m¥s
Flodeshastighet \% =0,2 m/s
Hastighetskonstant k =8-10"s"
Koncentration C
Langd zZ
Uppgift 4 (5 poing)

Lés ekvationen i uppgift 3 med 2-punktskollokation. Motivera valet av funktion och
kollokationspunkter. Uppskatta residualen i tva inre punkter (ej kollokationspunkterna) och
beddm om resultatet ar tillfredsstéllande.




Uppgift 5 (4 poéng)

Vid métningar pa virmevéxlare dr det ofta sé att det enbart gr att méta flsden samt in- och
utgdende temperaturer. Det gor det mojligt att bestdimma det totala virmedvergingstalet U.
Utan métning av viggtemperaturen gér det ddremot inte att direkt frdn métningar bestimma
virmedvergangstalen for de bada sidorna. For dimensionering av virmevéxlare fér andra
forhallanden 4n de vid métningarna dr det dock 6nskvirt att kunna modellera bada sidorna var
for sig. Genom att gora vissa antaganden om vérmedverforingens flodesberoende och gora
mitningar vid olika floden &r detta méjligt. Ett exempel pa detta ges hér.

Viarmevixlaren bestir av ett inre och ett yttre ror. Mediet som skall varmas gar i det inre roret,
medan det virmande mediet gir i motstrom i spalten mellan ytter- och innerror. Bada
medierna &r vitskeformiga. Tva forsoksserier genomfordes dér flodet och medeltemperaturen
i ytterspalten holls konstant medan flodet (hér givet som Reynolds tal, Re) pa insidan
varierades. Foljande resultat erholls:

Re U —serie 1 U - serie 2
W/m® K W/m* K
13000 403 412
18000 505 518
23000 609 614
28000 723 697
33000 778 743

Sambandet mellan U, refererad till innerrdrets ytteryta, insidans vérmedvergangstal o; och
utsidans o, ges som bekant av

1

A
L+R+"
a

o P

U=

Om vi nu antar att flédesberoendet kan beskrivas som o; = k (Re)o’s, s& kan, eftersom
forhallandena p4 utsidan hallits konstanta, och efter sammanslagning av konstanter, féljande
modell anvindas for utvirdering av resultaten:

U=

Genom minimering av residualkvadratsumman bestdmdes parametrarna till
Ot (parameter 1) = 0,236 W/ (m” K) och 0lo+w (parameter 2) = 3744 W/(m® K).
Residualkvadratsumman SS blev 1903 (W/(m2 K))? och

6,564-107 -0,055
-0,055 4736

a) Bestim 95% individuella konfidensintervall f6r parametrarna!




b) Berikna korrelationskoefficienten mellan parametrarna och beskriv vad det
erhéllna virdet innebir f6r utseendet av parametrarnas konfidensyta och for
langden pé& parametrarnas individuella konfidensintervall.

Ledning: -

Korrelationssmatrisen C definieras som

Cyi = {0/ {3 {@" 930"

Se bilaga for tabeller och &vriga formler.

Uppgift 6 (6 poéng)
Med de parametervirden som angetts i uppgift 5 sa blir de med modellen berdknade virdena
Re U — berdknat
W/m® K
13000 411
18000 516
23000 610
28000 694
33000 772
a) Undersok modellen i uppgift 5 med hjélp av residualanalys. Finns det anledning att
anta att modellen kan forbéttras och i sa fall hur?
b) Visa att modellen i uppgift 5 &r "transformerbart linjér”, dvs. att det genom

transformationer gér att uttrycka sambandet pa formen y = a + bx. Det ingér att
visa hur a och b #r relaterade till parametrarna i modellen i uppgift 5.

c) Ange tva metoder for hur man (i princip) kan gora for att avgora vilken
modellformulering (den i uppgift 5 eller den i 6b) som bist uppfyller
forutsdttningen “konstant varians”. Ange vilken eller vilka som gér att anvéinda
med det data som &r givna hér.

d) Ar det méjligt att genomfora en Lack-of-fit-analys av modellen i uppgift 5 med de
data som #r givna, eller behdvs ndgot mera och i sa fall vad? Motivera!




Bilaga tiil tentamen i Matematisk modellering:

The maximum likelthood estimate of the parameters B, b, can be obtamed as
b= (XTX) X7y

The variance can be estimated as the residnal mean square:

2 _SS®)
N-P

A 1-a joint confidence region for [, i.e. accounting for the sxmultaneous variation of all
the parameters is defined by

SS(B)<SS(b) [l + v
which in the linear case can be proven to be the ellipsoid
(B-b) X"X(B-b) < Ps"F(P,N-P,)

where F(P,N-P;c) is the upper o quanule for the F distribution with P and N-P degrees of
freedom. Note also that SS(b) is the minimum residual sum of squares. «

PF(P:N —f,a):l

Alo marginal confidence interval for the parameter B, is

b, £se(b,) (N ~P,a/2)

where t(N-P;a/2) is the upper 0/2 quantile for the Student's ~distribution with N—P
degrees of freedom and the standard error of the parameter estimator is

- se(b )=5 {(XTX) }
with {X X)'l}pp equal to the pth dlagonal term of the matrix (X' X).

A 1-(1 confidence interval for the expected response at Xg is
b s,xT X"X) 1, t(V-P,a/2)

A 1-a confidence band for the response function at any x is

b is,/xf (X’X) x/PF(,N-P,a)

-The linear approximation can also be used to construct approximate confidence regions

for the non-linear case. We can then use the same equations as for the non-linear case by
replacing B by 8, b by 6%, X by J*, xob by f(x0,6%), and xo by

_01(x,,9)
=T

8"
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PERCENTAGE POINT S, STUDENT’S t-DISTRiBUTION

This table gives values of ¢ such thai

\’,:'J 4

n+1
P = ./..\/—r )(1-1-” T

forn,thenmnhercfdegmﬁnffrwdom,eqmltol 2 e ,304.0 €0, 120, = ; and for
F(z) = 0.60, 0.75, 0.90, 0.95, 0.975, 0.99, 0.995, and 0.9995. The l-dzstnnutmn is sym-
metncal,mtha.F(—t)=l—F(t)

Y’

X 50 7| 90 | s | oms.| - | ses | .seds
1] 325 1.000 ' 3.078' | 6.314 | 12.706 | 31.321 | 63.657 | ©36.619
2| .289 818 | 1.888 2.920 ]- 4.33 6.965 9.925 31.598
- 3F 2w .765 .| 1.633 2.353 3.182 4541 | s5.841 12.92¢
4] 1 T4l 1.533 '2.132 2.778 " 3.747 4.604 8.610
5| .67 72T | 1.478 2.015 " 2571 ] 3365 |° 4.032 6.869
"6} .265 T WT13 | .1.440 1.943 2.447 3.143 3.70¢ 5.959
7] .263- Tl (1.415 1.895 2.365, 2.998 3.459 5.408
8] .82 ~706 ' § 1.397 | 1.860 | 2.306 |: 2.s86 3.355 5.041
8} 281 703 ‘1.383 | 1.833 2.262 | 2.821 3.250 4.781
10} 200 .700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.587
. 11} _2s0 ©T..687 1.363 1.796 2.201 2.718 .| 3.106 |  4.437
2] 259 | - _evs .1.358 1.782 2.179 2.881 | 3.055 4.3138
13| .25 .654 1.350 1.771 2.160 | 2.80 3.012. 4.221
‘14{ .258 632 | 1.345 1.761 2.145 2.624 | 2.977 | 4.140
18] 258 | .91 | 1.34 1.753 2.131 2.602 2.947 4.073
. 18 253 680 | 1.337 1746 | 2. mo‘ 2.583 2.921 4.015
17 25T €89 | 1333 | 1740 { 2.110 {1 2.567 } .2.898 |  3.965
‘13 257 - 683 1.330 1.734 | 2101 2552 |.2.878 |- 3.922
19} 257 - - 688 | 1.328 1.729 2,093 | --2.539 } 2.861 | 3.883 .
201 25w | .87 | 1.325 1.725 2.086 | 2.528 2.845 3.850
28] 25 - .686 1.323 1.721 2.080 | 2.518 2.831 3.819 -
22| 256 686" 1.321 1.717 2.074 2.508 | 2.819. 3.792 .
23§ 256 .685 1.319 1.714 | - 2.089 2.500 2.507 3.767
24 256 | .685 { 1.318 1.711 "2.064 | 2.492 | 2.797 3.745
251 256 684 | 1.316 1.708 2.060 2.435 | 2.78%7 3.725
LB/ 2% - 684 1.315 1706 | 2.058 | 2479 | 2.779 3w
2T} -256. -684 1.314 | 1.703 2.052 | 2473 | -2.771 3.630
28] 258 683 | 1.313 1.701 2.043 { 2.467 || 2.763 3.674
29 256 . 683 1.311 1.699 2.045 2.462 2.758 3.653
30| .26 683 1319 | 1.697 2.042 2.457 .f © 2.750 3.646
0] .255 .681 1.303 1.684 2.021 2.473 2.704 3.551
€| .25¢ | 679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.460
120 254 877 1.239 1.658 1.98Q 2.258 2.617 3.373
w 253 } 674 1.282 1.645 “1.960 |. 2.325 2.576 3.291

* Thix tabic i abrideed [rom the “Statistical Tables™ of R. A. Fisiser zad Fraak- Tates publizhed
by Ofiver & Bayd, Lid Fdinburgh and Londan, 1938, It is here pabiished nth;hekmdpcrmmnon
of the suthors and their pubiizshems.
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F-Distribution

= SOl Tl DD Wea DR =
o200 SCRER SINa= SSe@® manms ~25ss S=38
KBRS MEAD WHRATT AT cem vt mem——
3 el WORRA eI B .. S N b b B LS L
] .
o © OONNE DeWo@ =Oota QLEued I
o |mSRe wSaan wwaS= ASSas amun mRene 233%=8S
IO D wEEAT L. IQAN, AERERTT N - At
’ ]
o~ O IDMEN ©mMOND WBD o - -
o 2259 [I=cor~ ewsRN WM e SRR Zc%&’g =
e s A A A i = Mg ieied Pl e
° |ggwew OO CUCUCUCUCE CUCUCUCI™e  wravivers — it i) S
“ =
’ N g
Dt Clevwn OEOAwNs QVoOH BOW D I WD WY =t
o |mees ERo®W ©ewwan q1—gq SOIIN VARIR 22223 E
Q| e, et A A4 4
S jgg9e woeax COCICUERCY  EUCICUTUEY  wevdvirived ot wavaesy -t g
o8 .o S
- ]
QRO COmBOD Orel-Ow= WA 3= N DY WO §
o |men SXRSE ~owmea Curivie Saaa aRBRD ~oaw| =
= et e rAn-tari ~
]S |gSen wasea RGO CT CRCRCIEICE  EUqRwismiot  wtvaravary ——————] S
N ’ . . !
]
Dl DAMND W0 A0 Pt €D DTt -
- |+23s 23398 =S=%= anmne 3333 3333 $[[=J| <
M . 4 ) ;e
« |agan CHBBN ROANA MARAN NN —wtivies wevtwiwws| 8
. lee . . : . s
o N -
L) wme O ROw FOWwOa SN0 NS o - O | Gy
o |o=88 35333 ES3%8 "aans f9523 $3533 §3235| 2
- 2206 CARPBN WA AN CIAEIOICE CUviwevtvd  vaevwervied S
= - "
cwoa= J=TID v o=
e SS9 SRRECL
MmN CUCUCHCUC OB et et :‘=
%
mwemon PEAND gsSa= 8
e L e A e A A i Attt N
EUTICICUET CRCRAICCE  EECUwwe -g-
. ]
o
DT WMRODD o ese) g
RPN AN SRR
SUONCICUCE CNCUSUCREY  GUCRw s g
. -
O r=w @ MWL =YW D b
Ko CISACUCEICR T e DD ._5. .
CeaiaeTiCE  EITUCNANCE TN :E
* -l
3
C RO W=D ® RO
©RG AV, - MNTRE e e B i
eeaiovcict cuaucigicl ewaRauaNTYy .
* e'
L]
- O D 3N D g
Twwew MEEae wa=2S) 2
P LI L L CeQReNeNdN] | O
. 2
B
tmiigaes DOV o=} . @~
g53%3 IWSIT IS8T
MRNEE CVRNAT e ERGUCT R 2
-t O~ o8 ar~0n WVt Og a
-T2 23555 wwslN® ®
o » ® - > & 2 @ - P §
LVCHCILE e CuENCI TN e A SIESY 3
i@ DA SHESD e
EIR28 RSEns fuaewn '
7% - ~
CIEICNCICY  aRcucusIce €% 8 TR oY z-
'E‘
"OQm Orenmet mono SRDVBVIL -
IURS2 255833 Sazaa 2@ 2
et s .
PR WRGEE eI axaan] 1
%
; o=l 4
WNDOE DL WID o WD 3
QoK wewes anqa-a n_«_-_qg =
BRI GERED DRRANI PR f
-
Dl WISV e P~ [oideird
SIS @@IIR RN —eoax als
e eGE ATRe WwEeE ~wwmm| g
”I"
- -
b= - RO OCTIO W MO D DI WOL=OD cooQ g L]
- STRIERT e AE@RISA MR AR RO Py

ool



