TENTAMEN I MATEMATISK MODELLERING INOM KEMITEKNIKEN
KAAO051 (KAA050)
Lérdag 2 juni 2007 ki 08.30-13.30i V

Anders Rasmuson dr antriffbar for frdgor pa telefonankn 2940 eller 27 36 06 och

kommer att vara i tentamenslokalen ndgon gang mellan kl 10.00 och 11.00.

Granskning av tentamensrittningen kan ske tidigast den 20 juni 2007.
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1. Vid vatgranulering byggs aggregat upp fran mindre partiklar genom tillsats av vitska som
bindemedel. Det ir av intresse att kunna modellera bade storlek (massa m) och vétskeinnehall
(w) av aggregaten. Formulera en generell 1-D mikroskopisk populationsbalans dir bide mass-
tillviixt (hastighet v1=dm/dt) och féréndring av vétskeinnehall (hastighet v2=dw/dt)
inkluderas. Strdmnings-hastigheten &r u och nettoproduktionen &r G.

(5p)

2.1 en elektrisk ledning sker uppvirmning pga dissipation av elektrisk energi till virme. Det
4r da viktigt att temperaturen inte blir for hog. Still med skalbalans upp en stationdr modell
(inklusive randvillkor) f6r férloppet. Vérmeutvecklingen ges av S (J/ m’,s). Ledningen har
cylindriskt tvérsnitt och omges av isolering. Yttre virmemotstdndet kan inte férsummas.
Variationer lings trAden behover inte beaktas (1angd/diameter forhallandet &r stort). Modellen

behdver inte 16sas. (5p)




Uppgift 3 5 poédng

Masstransport och reaktion for en andra ordningens reaktion i en isoterm sférisk
katalysatorpartikel kan skrivas

d*c 2 de 5
D | ——+——|-k,C =0
eﬁ[ dr* r dr 4
med randvirdena
r? a@ =0 vid r=0
dar
och

Cc=C, vid r=R

Berikna C(r) med enpunkts kollokation. Berékna sedan residualen i tvd punkter (¢j
kollokationspunkten eller pa rénderna) och bedém om l6sningen ér tillfredsstéllande.

Radien R=510"m
Effektiv diffusivitet Degr= 1:10° m%s
Bulk koncentration Cp=1 mol/m>
Hastighetskonstant ky=0,2 m>/mol.s
Uppgift 4 5 poéng

Ta fram ett kriterium for hur 1ang en reaktor behover vara for att den axiella dispersionen skall
kunna forsummas i en tubreaktor som beskrivs av f6ljande ekvation

2
dC_, r.c=0

“ dz? dz

Ange dven forutsittningarna for att kriteriet skall gélla. Ger en fSrsumning av termen en dver-
eller underskattning av koncentrationen ut vid z=L?

Ledning: Kriteriet skall innebdra att den forsta termen i ekvationen skall vara mycket mindre
dn Ovriga termer.

Axiell koordinat, z m Biddlangd, L m

Axiell dispersion, De, m%/s Hastighet, v m/s

Reaktionskastighetskonstant, k s?



Uppgift 5 (6 podng)

Som en del i ett arbete som syftar till att hitta optimala driftsférhallanden i en angstripper
behsvs en enkel modell for att beskriva hur destillatets vattenhalt (y) beror av
angforbrukningen (x). Som underlag gjordes négra métningar med f6ljande resultat:

x (kg/s) y (viktsandel)
0,265 0,35
0,291 0,30
0,323 0,25
0,366 0,21
0,434 0,14
0,606 0,12

1,31 0,07
13,4 0,05

Som modell foreslas

2
y=a(ln(x/b)) 3
dér a och b 4r modellens parametrar.

Genom minimering av residualkvadratsumman SS erhélls

a (parameter 1) 0,1299

b (parameter 2) 0,2138 kg/s

SS 0,00171

I 21,2759 27,3280
27,3280 41,1683

J'n! 0,3190 -0,2117
02117 0,1648

a) Ar modellens parametrar signifikanta pa 98% signifikansniva?

b) For en linjiar modell brukar konfidensbandet f6r prediktionen (dvs y) vara smalare
mitt bland punkterna (vid medianen fér x) &n i utkanten av det undersokta
intervallet. Undersok hur det forhaller sig i detta fall genom att berdkna bredden pa
konfidensbandet fo6r x=0,4 (nira medianvérdet) och x=13 (néra hogsta virdet).
Anvind 95% signifikansniva.

c) (J 'y )1_12 / \/ (J 'y ): (J 'y );12 =—0,92 . Anvind denna information for att géra en

principskiss (axlarna i figuren behover inte graderas) pa hur en konfidensyta med
approximativ form ser ut f6r detta fall.

Se bilaga f6r tabeller och formler.




Uppgift 6 (4 poing)

a)

b)

Den metod vi anvént for att bestimma konfidensintervall mm i uppgift 5
forutsitter att variansen for y dr ndgorlunda konstant. Undersék for det
exemplet om denna forutséttning dr uppfylld! Till din hjilp har du
nedanstéende tabell. Ge exempel pa nagon atgdrd man kan ta till om
forutséttningen inte visar sig vara uppfylld.

x (kg/s) y-modell (viktsandel)
0,265 0, 3624
0,291 0, 2847
0,323 0, 2344
0,366 0, 1965
0,434 0, 1635
0,606 0, 1264
1,31 0,0874
13,4 0,0504

Antag att vi fér exemplet i uppgift 5 ocksé gjort upprepade forsok 1 ndgra
punkter, sd att en lack-of-fit-analys kunnat géras. Vi fann da att virdet pa

. SS, /v . .
testvariabeln ——L—/——L blev mer 4n fyra ganger st6rre 4n motsvarande virde
v

fran F-fordelningen, F(vi,ve;o). Vad innebér det och vad dr d4 ett lampligt
niista steg i modellbyggnadsprocessen for detta exempel.

Ilustrera i en graf, med “pahittade” data och en modell som kan beskrivas med
en rit linje, de strackor som motsvarar de skillnader som ingér i
residualkvadratsumman respektive “pure-error’-kvadratsumman.




Bilaga till tentamen i Matematisk modellering:

The maximum likelihood estimate of the parameters 3, b, can be obtained as
b=(X"X) Xy

The variance can be estimated as the residual mean square:
2 _S8(b)
N-P

Ry

A 1-a joint confidence region for B, i.e. accounting for the simultaneous variation of all
the parameters is defined by

P
SS(B) < SS(b)[H =

7 F(P,N-P, a):l
which in the linear case can be proven to be the ellipsoid
B-bY'X"X(B-b)< Ps’F(P,N-P,a)

where F(P,N-P;c) 15 the upper a quantlle for the F distribution with P and N-P degrees of
freedom. Note also that SS(b) is the minimum residual sum of squares.

‘A 1-o marginal confidence interval for the parameter Bpis
b, tse(b Ju(N - P, al/2)

where t(N-P;/2) is the upper c/2 quantile for the Student's #~distribution with N-P
degrees of freedom and the standard error of the parameter estimator is

se(b,) =5 {(XTX) }

with {(XTX)'I}pp equal to the pth diagonal term of the matrix (XTX)'I.
A 1-a confidence interval for the expected response at Xg 1s

xTb k5 [x! XX) x, {N-P,a/2)

A 1-a confidence band for the response function at any x is
xbs, /xT (x’X) x/PF(P,N-P,q)

The linear approximation can also be used to construct approximate confidence regions
for the non-linear case. We can then use the same equations as for the non-linear case by
replacing B by 8, b by 8*, X by J*, xo"b by f(x,,8%), and x0 by

. Of(x,,0)
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PERCENTAGE POINTS, STUDENT'S -DISTRIBUTION

This table gives values of ¢ such that
- 7+ 1
_ ‘T 2 ) z?\-2it
F@) = 1+; 2 dz
;' -.Vnrl‘(g) .

forn,thenmberofdemmofﬁ'éedom,eqnal 01,2 ...,3040, 60, 120, «; and for
F(®) = 0.€0, 0.75, 0.90, 0.95, 0.975, 0.99, 0.995, and 0.9995. The tdistribution is sym=
metrical, so that F(—#) =1 — F() ' . )

NN E ™ 9995
1 =325 1.000 '} 3.073' | 6.314 | 12.706 | 31.821 63.657 636.519
2] .289 818 1.886 2.920 |- 4.303 6.965 9.925 31.598
3 277 765 .| 1.638 2.353 3.182 4.541 5.841 12.924
4] =271 | 741 ) 1.533 2,132 | 2.778°f 3.747 4.604 8.610
5t 267 T.727 )} 1.478 2.015 2.571 3.365 |° 4.032 6.869 -
‘8] .265 718 -1.440 1.943 2.47 3.143 3.707 5.959
7f .263- .711 1.415 1.895 2.365, 2.998 3.499 5.408
3 2262 .706 1.397 | 1.8s0 2.306 | 2.886 | 3.355 5.041
9 261 .703 "1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 | 4.781
10 .280 .700 1.372 1.812 | 2.238 2.764 3.169 4.587

. 1} 280 " T-.897 1.353 1.796 2.201 2.718 .| 3.106 ' 4.437

12 259 .€95 . 1.358 1.732 2.179 2.681 3.055 4.318
13 <259 €34 1.350 1.771 2.180 | 2.850 3.012 4.221
14 .258 .692 " 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 4.140
13{ .253 691 | 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 4.073

. -16{ ° 253 .690 1.337 1.746 2.120 | 2.583 2.921 4.015
-5 17 257 689 | 1.333 1.740 § =2.110 | 2.567 } . 2.898 3.965

13 257 - 688 1.330 1.73¢ | 2101 ] 2552 | . 2873 | - 3.922
19 -.257 .688-° | 1.328 1.729 2.093 | --2.539 2.861 3.883 .
201 .257 887 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850
21 257 .636 1.323 1.7 2.080 | 2.518 2.831 3.819 -
22 258 .686 . 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 3.792
23 256 .685 1.319 1.714 - 2.069 2.500 2.807 3.787
24} .258 .685 1.318 1.711 "2.06¢ |} 2.492 2.797 3.745
25 2255 684 | 1.318 1.708 2.060 2.485 2.787 -3.725
28 258 - 684 1.315 1.706 2.058 2.479 2.779 3.707

201 .25, .684 1.314 1.703 2.052 | 2473 | -2.TN1 3.630
28 .258 .683 1.313 1.701 2.043 1 2.467 | 2.753 3.674
29 <255 . 683 1.311 1.659 2.045 2.462 2.758 3.659
30 256 .683 1310 | 1.897 2.042 2.457..] " 2.750 3.646
40] o253 .631 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551
€0 254 . F 679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.460

120 254 | 87T 1.239 1.653 1.980 2.358 2.617 3.373
= 2253 | .674 1.282 1.645 ‘1.960 }. 2.3% 2.576 3.261

* Thia tabic is abrided from the "Xtatistical Tables™ of R. A. Fisher 2ad Fraak Tates published
by Ofiver & Hayd, Lid._ Fdinhurgh and Londaa, 1933, I is hern puidished with the kind permission
of the authors and their pulilishers. -
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