TENTAMEN I MATEMATISK MODELLERING INOM KEMITEKNIKEN
KAA051 (KAA050)
Onsdag 17 januari 2007 k1 08.30-13.30 iv

Anders Rasmuson ir antriffbar for frigor pa telefonankn 2940 eller 27 36 06 och kommer

att vara i tentamenslokalen négoh gang mellan k1 10.00 och 11.00.

Granskning av tentamensrittningen kan ske tidigast den 6 februari 2007.
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Skrivdon och valfri rdknedosa (nollstilld)
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1. En vitska strommar i positiv x-riktning genom en lang plan spalt med lingd L, bredd W
och héjd B, ddr L>>W>>B. Spalten har porosa viggar vid y=0 och y=B, si att ett konstant
tvérfldde, v, = v,, kan uppritthllas. Still, genom att stryka termer i den generella

transportekvationen (se bilaga), upp en stationdr modell f6r hastighetsfordelningen v_(y)!

Motivera! (4p)
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2. En ren vitska fryses pé utsidan av ett ror enligt figur. Bulkvitskans temperatur 7, ligger pd
fryspunkten och insidan av réret kyls med strémmande gas med temperaturen 7, . Still upp en

modell for tillvéxten av det frysta skiktet. Antag att 7,; 4r oberoende av axiell position.
(6p)

Liquid
T=T¢

Liquid Solid




Uppgift 3 (5 poéng)

Koncentrationen, C, som funktion av ldngden, z, i en ideal tubreaktor med axiell
dispersion kan beskrivas enligt:

d*c dC
ea de —VZ~F=O (l)

dir C ir koncentrationen (mol/m?), z ir lingden (m), v #r flsdeshastigheten (m/s), Dea
ar axiell dispersions koefficient (mz/s), r reaktionshastigheten (mol/(s m®)).

Reaktionshastighet (mol/(s m®)) r=kC?

Inflodeskoncentration Cn = 1000 mol/m’
Axiell dispersionskoefficient D  =0.01 m?/s
Reaktor lingd L =3m
Flodeshastighet \% =1.0m/s
Hastighetskonstant k =0.005 m*/(mol s)

a) Forenkla ekvation 1 och ta fram ett uttryck for C som funktion av z. ALLA
antaganden och forenklingar skall TYDLIGT motiveras. Vad &r koncentrationen vid
z=1m och z=2m. Undersdk ocksa efterit om antagandena var acceptabla.

b) Antag att den axiella dispersionskoefficienten &r: Dea= 0.03 m*/s och
flodeshastigheten 4r v= 0.01 m/s. Forenkla d& ekvation 1, den behover ¢j 16sas och
behover ej ha en analytisk 16sning. Alla antaganden och forenklingar skall TYDLIGT
motiveras.




Uppgift 4 (5 poing)

Anviind valfri viktad residual, tex enpunkts kollokation for att 16sa koncentrationen,
C, som funktion av lingden, z, i en ideal tubreaktor. Materialbalansen ér:

d’c  dC
v T @

dar C 4r koncentrationen (mol/m3 ), z dr lingden (m), v dr flodeshastigheten (m/s), De,
ar axiell dispersions koefficient (m?/s), r reaktionshastigheten (mol/(s m?)).

Reaktionshastighet (mol/(s m’)) r=kC?

Inflédeskoncentration Cyny =1000 mol/m>
Axiell dispersionskoefficient D =0.01 m?/s
Reaktor lingd L =3m
Fldeshastighet \% =1.0m/s
Hastighetskonstant k =0.005 m*/(mol s)

Motivera val av randvillkor och kollokationspunkt. Koncentrationsdndringen 1
utloppet kan antas vara liten.

a) Tag fram ett utiryck for hur koncentrationen beror av ldngden. Vad ér
koncentrationen vid z=1m och z=2m.

b) Anviind residualanalys for att undersoka tillforlitligheten i din approximation.
Kommentera resultatet.

¢) Beskriv 16sningsgdngen om minsta kvadratmetoden anvénds istdllet. Alla
ekvationer skall redovisas, men de behdver €] 16sas.




Uppgift 5 (5 podng)

Miriam Johansson undersoker i sitt doktorsarbete virmedverforingen vid indunstning av
svartlut i en fallfilmsutrustning. For 6verslagsberikningar finns behov av en s enkel modell
som méjligt. Hon forslér att i sidana sammanhang anvénda

h=al’u’
Hir dr I massflodeshastigheten per meter vigg (kg/(m s)), p svartlutens viskositet i Pa s och
h virmeoverforingskoefficienten i W/ (m? K).

L . 2
Genom minimering av residualkvadratsumman SS = Z (hmoden - hexpeﬁmem) for de data som

aterfinns i tabell i uppgift 6 bestimdes parametrarna a, b, ¢ och kvadratsumma mm till

a (parameter 1) 239,1
b (parameter 2) 0,378
¢ (parameter 3) -0,401
SS 1,29-10°

Jy 683,8 -1,01-10° -1,09-10°

-1,01-10° 1,87-10 1,64-10°

-1,09-10° 1,64-10% 1,79-10°

! 0,0632 8,24-10° 3,78:107

8,24:10° 2,74107 -2,01-1078

3,78-107° -2,01-10° 2,54-10°

a) En undersokning av fallfilmsfrangning for ndgra andra dmnen har kommit fram till
virdet 0,40 for b och -0,42 for c. Gér det att séga att dessa varden skiljer sig signifikant
fran de som anges ovan? Anvénd 95%-iga individuella konfidensintervall vid
undersékningen.

b) Undersk korrelationen mellan parametrarna b och c. Vad innebér det resulterande
virdet? Illustrera gédrna grafiskt.

¢) Hur definieras matrisen J? Berikna J3 .

Ledning:
Korrelationskoefficientmatrisen C berdknas enligt

C, = -—EL—,déir p=(1"3)"
, \/Di,i 'Dj,j

Se bilaga for dvriga tabeller och formler.



Uppgift 6 (5 poédng)
Ibland kan det vara motiverat att pa nigot sitt transformera sin modell. Vanligt

fésrekommande &r att logaritmera. Lat y = In(%), dér h dr modellen i uppgift 5. Aven for denna

modell har parametrar bestdmts, nu genom minimering av SS = Z( Vet = ln(he,q)eﬁmem))2 o

nedanstaende tabell finns de virden man far i de uppmitta punkterna bade for modellen i
uppgift 5 (med sina optimala vérden pa parametrarna) och for denna modell (med sina

parametervirden).
r u T/K h uppmatt h modell y modell
0,69 0,00078 117 3811 3672 8,199
0,52 0,00078 117 3076 3293 8,107
0,35 0,00078 117 2850 2827 7,979
0,55 0,0058 51 1717 1503 7,307
0,27 0,0059 52 1176 1148 7,079
1,054 0,0210 51 1066 1148 6,990
0,86 0,0213 51 974 1060 6,923
0,58 0,0240 51 832 866 6,744

a) Undersok om “modellen y” dr linjér.

b) Undersok pa lampligt sétt vilken av de bada modellformuleringarna (den i uppgift 5
eller den hir) som ur statistisk synpunkt 4r den bésta, dvs. vilken som pé bésta sitt
uppfyller grundforutsittningarna for att anvinda minsta kvadratmetoden for att

bestdimma parametrarna i modellen.

¢) Undersok pa lampligt sétt om det finns anledning att anta att modellen i uppgift 5, med
de genom kvadratsummeminimering bestimda parametrarna, kan forbéttras pa nagot
sitt (annat 4n det som undersoktes i deluppgift b).

. /D°+ Feic L(( - C“++ Q} ore. Un J.%V <O l/(m inﬂ%,,i(\
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Appendix A

Table Al: Microscopic transport equations in rectangular coordinates

Mass Balance for Component A in Dilute Binary System

dc, éca dc, &%, &2c, a CA
2+,ax+yay+vzﬁz—.%g( +ay2 + R,
Accumu- Transport through surface Transport through surface Genera-
lation by bulk flow by mass diffusion tion
Mass Balance for i™ Specie (Multicomponent)
2ps op 2ps apy
Tr Tl g Ty
Accumu- Transport through surface
lation by bulk flow :
d 2. (21n a;\ Ox,
==\ % 5 iz 2 ( ) 5
Transport
2 ) h h
+ 2125 Mmma, [x, ( Zoa) X]} o
ay P f=1 k L\ 9% by mass
k#] diffusion
2 2 2 a1n a, ax,,
- MMyix; > +r
* { 12:1 My u[ T Toxe ‘
k#f : Generation

Mass Balance (Total)
CCx cry ov. _
éx * ay * oz 0
Transport by bulk flow

Momentum Balance

X component '
Uy 6v Ev, CUx
pl=s= + 1 + o, +7T;
éy éz
Accumu- Transport through surface
larion by bulk flow
op P20, ozvx
= —== + + = + +
&x ( ax* 6‘22 PE=
Transport lhrough surface by Genera-
viscous diffusion tion
y component )
Cvy 8 &oy Eoy Ty
=, tv + v, + v
p ( U Y Y22z
Accumu- Transport through surface
lation by bulk flow
2p 8217,, 4 Zoy 321:,, oy +
- a2y? *t 5z PEy
Transporl through surface Genera-
by viscous diffusion tion

Z component

v, v. v, e,
P(?t+ :a +Uyay+vzaz

Accumu- Transport through surface

lation by bulk flow
p v, & v, 3202
%z + I"(axz 2 + e + pg:
Transport through surface Genera-
by viscous diffusion tion
Energy Balance
aT oT oT oT 327' T G’T
= Ny
pC,(at+v,ax+ ,,ay-i-vzaz) k( 8y2+ + Sz
Accumu- Transport through surface Transport through surface Genera-

Iation by bulk flow by thermal diffusion tion

Mechanical Energy Balance
ek 2K 2.4 oK op 94 o
( ——)—-—(v,,—;-i-v,,?}-'-l-vzgz-

+v + vy — + 0.
P *ox Yoy ' ez
Accumu- Transport through surface Work
lation by buik flow

+ p(Dxg8= + 0,8y  0.82) + irreversible losses

Generation (consumpuon)




Bilaga till tentamen i Matematisk modellering:

The maximum likelihood estimate of the parameters 3, b, can be obtained as
b=(X"X)" X"y

The variance can be estimated as the residual mean square:
2 _ 35(b)
N-P

s

A 1-o joint confidence region for B, i.e. accounting for the simultaneous variation of all
the parameters is defined by

P
SS(B) < SS(b)[l =

7 F(P,N - P,a)il
which in the linear case can be proven to be the ellipsoid
(B-b)" X"X(B-b) < Ps* F(P,N-P,a)

where F(P,N-P;o) 15 the upper a quantlle for the F distribution with P and N-P degrees of
freedom. Note also that SS(b) is the minimum residual sum of squares. ;

‘A 1-o marginal confidence interval for the parameter Bpis
b, tse(b, )N - P, al/2)

where t(N-P;c/2) is the upper o/2 quantile for the Student's z-distribution with N—P
degrees of freedom and the standard error of the parameter estimator is

se(h,)=s {(XTX) }
-4 pp
with {(XTX)'I}I,p equal to the pth diagonal term of the matrix XX

A 1-o confidence interval for the expected response at X is
x,bts, fxor (XTX)_‘l x, (N -P,a/2)
A 1-a confidence band for the response function at any x is

xbs, /x’ (X'X) ' x/PF(P,N-P,a)

The linear approximation can also be used to construct approximate confidence regions
for the non-linear case. We can then use the same equations as for the non-linear case by
replacing by 6, b by 6%, X by J*, b by f(x0,8%), and x¢. by

. 9f(x,,0)
b =57

[}




o - 617

- %

PERCENTAGE POINTS, STUDENT'S -DISTRIBUTION
This table gives values of £ such that

(n 1 a+1
F = [ ) (1 +2

forn,thenumberofdegremoffreed om,equalto 1,2, ... ,30 40, 60, 129, «; and for
F(f) = 0.60, 0.75, 0.90, 0.95, 0.975, 0.99 0.995 and 0.9995. The J-dxstn'butmn 18 sym-~

metrical, sotbatF(-—t) =1 - F(@)

0!

nF .60_- By 1 S0 L9 975 -89 i .995 9995
1 .325 1.000 't 3.078 | 6.314 | 12.706 | 31.s21 63 657 636.619
2] .29 818 1.886 2.920 - 4.303 6.965 9.925 31.598
3; .27 765 .] 1.638 2.353 3.132 4£.541 5.841 12.92¢
4] 211 | 741 1.533 2132 | 2.776 7 3.747 4.604 8.610
5} .27 TJ727 L 1.478 2.015 2.5711 3.365 4 032 6.869
"8f .265 w718 -1.440 1.943 2.47 3.143 3.707 5.959
7] .263- .711 1.415 1.895 2.365, 2.998 3.499 5.408
8| .262 .706 1.397 | 1.860 2.306 | 2.8%6 3.355 5.041
9 261 .703 "1.383 1.833 2.262 2.821 3.250 | 4.781
10} .200 .700 1.372 1.812 2.228 2.764 3.169 4.587
11 .260 ©T-.897 1.353 1.796 2.201 2.718 .} 3.106 " 4.437
12] .239 .695 . 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 4.318
13| .25 .694 1.350 1.771 2.160 2.850 3.012 4.221
14 258 .692 " 1.345 1.761 2.145 2.624 2.977 4.140
15 253 691 | 1.341 1.753 2.131 2.602 2.947 4.073

-18] © 258 650 1.337 1.746 2.120 | 2.583 2.921 £.015
7] o257 689 - 1.333 1.740 | =2.110 { 2.567 | . 2.808 3.965
18] 257 .688 1.330 1.73¢ | 2.101"] 2.552 |. 2.878 | - 3.922
19] -.257 688 | 1.328 1.729 2.093 | --2.539 2.861 3.883 .
201 .257 687 1.325 1.725 2.086 2.528 2.845 3.850
21 257 .636 1.323 1.1 2.080 { 2.518 2.831 3.819 -
22 258 .686 . 1.321 1.u7 2.074 2.508 2.819 3.792
23 2258 .685 1.319 1.714 | - 2.069 2.500 2.807 3.767
24| -.256 .685 1.318 1.711 " 2.064 2.492 2.797 3.745
25 256 .684 " 1.318 1.708 2.060 2.485 2.787 -3.725
25 258 - .684 1.315 1706 | 2.058 2.4 2,779 |- 3.707
] -.256. .684 1.314 1.703 2.052 2473 | -2.771 3.690
23 .256 .683 1.313 1.701 2.043 | 2.467 2.73 3.674
29 2256 . 883 1.311 1.699 2.045 2.462 2.756 3.659
30 256 .683 1.310 | 1.697 2.042 2.457.] * 2.750 3.646
40 2255 .681 1.303 1.684 2.021 2.423 2.704 3.551
€0 254 F .679 1.296 1.671 2.000 2.390 2.660 3.460

120 254 877 1.289 1.653 1.980 2.358 2.617 3.373
w 253 |} 674 1.282 1.645 ‘1.960 |. 2.325 2.576 3.291

* This talile is abridgei from the “Ntatistical Tables™ of . A. Fislier aad Frank- Yates published
by Ofiver & Bayd, Lad,, Edinburgh and London, 1938, 1t is here published \uththehndpennmmn
of the authors and their pulslishers.

- e e

(3 JEYO RNV e

1~y 4183 &1 29



[ a
'E B
-2 |
8 .
re q_
S 5

. )
_é g
S +
2 =
= 1
'g; Ehh
ES‘gw&

P-::. El«s
105 o
o
; ” b3S
o Ti= F'
ey (0]
= N
e
/E'k o
= ~

&)

= 1
= T

S =

’ <

om O3 Dewd OC -3 AN
090 W O3 O v coqos gmphhtwmmg =[S
SR e . R A A A S I I B I S )
2 ol CICICICIEE Citiwivivt  vdvivtiodrd  smvtvmiTevt  eivtotrdot
<« ’ : -
MO OO0 0w xX) O et Pl Dot D@
o |nwa<s SO VERR HMOORD RW DA bhbhg SSERR
IS - L e e . e T, PO R Ak
3 [de=e O ECICE CICICHCNCE CVCICTwtws  smmyoivivd  wtvwmimies =t v el vt
’ 1
Mr=Dd ORI =D DV OA O gAY WD D IO D=
NCOD VA OEMIA =SS RRBRR WD 33233
A WO @ T . e P S - e e e Tae = e
S QIR0 - CICRCICREY CUCICUCUSE  wiretvivivs wdwdomivtrd e vmamer
<3
.
Ml Oteviwsy OMOW= OVODA AORNAD IRt NADADD
. |-S3% 35333 33II[ [I238 33335 23333 83333
AP I . . o
~ ésae S BRBN  CICICICRCY EUCICVSICE  vartririod  viverivaess ot vt vt vt v
xR <
OO OO0 T Orele@w VDWW b -t o ] - o
. ﬂwm-nwwmntmvanc??w@ ac@a'ngq&;$-2v
e e e e . . . . .
@ ggau S PHoICE CLCICNONCT CRCICICICN  ERCUmivtry  odwimiver e ot ot o vt
Jo ° .
< [e93E 83398 83838 F7=-n 229%2% 33333 25533
1t . - e = s M . 4
R |[oaxa PPPDCT  CICICITICT  CUONAITHCY  dRANCIaN= .y T 0 vt et vl 9t
- (> ] - * -
SN I
" . . .

. wo ©=wn ' o Ve NS e O . BWD O
2 lo=38 35322 £33%8 sxhan 225388 33532 - 8I8SS
=1 égen GBI CICUIRINCE ‘CUONCITEAl  CUCICRINGY  Cywiriv v vt v

cs B -
@ CIww MR D CSWYeebs MY e = -t OF i 2)
- 2"RZ SavES BR388S S=was ]2322 853838 3&3=3]
. . e 2% . .
- |{Ba=na @03 CLCieicuol  CUSICIIAN  SRCRTNTIE CRCNCICRCE DX vt vt st vt
<8
L -] Ol Y OO Wed OMWIMDNO - = (] o
P Q‘gQ |IeNG °ﬁqss weEe ® Qgﬁ ““ﬁ“ 33@3"
w .
-4 »y AU D eaTD DO I PO NRW VDWOD
Pt . e e . Foyqoucy et .. At
S | W@ CEUCUCITE  QVcRIT e EALAITUE  CACISUCIC  SVGIvri v
F . . B
»338 52332 S8853 $3IITIIT S8%an qata SLaas
@ | SHBC R CIECIST  IIaan pRotor T C L L Ll by
| s RO MW e | i A0l WO -t O e T e O
=553 82233 S835S IJ33F-INI8E 8850+ §2383
= QYA CWIIES FICUCICNCE  CICUCUCICT  CUENGIccy RETCTSTICE  QRCUCICUme
2 A .
-1 - DI Wit O3 v &) v OO - - DtV Y P G vt
wRDS ngqa ORI MWV Qe KRRRe 3q1_q
LN . e, ~ .
. §2wo S He30303° MIEICITICY  TUCRCUCNTY P L LI L DL cequeNce
- 1O D=0 ] e DNDO i QBN A WIDTD
eaog AR DI mssa ngncs SHE8838 JFwwww waam=
° * @& o = . = - - ® & & » ® e - « o = o & - e & ® «'a“““-
ggﬁo GO0 900090 MUIMIINN NANEN LU L]
b1
- WADeD OOMND Owtus wWOD oo 0t
«823R RADW WBRMOD PRI =8383S 238553 sfﬂﬁ“
‘ . *» o o - o @ - - @« ® o @ - w ° o e » » & o > & @ ® & ‘“«'«“
sSoao B0 (300621  CUCUCICEAE  CUENCueNce CETUANCETE €U
g .
w o3 VDT ) O e oI Camme ammats
 |eRS3 23033F vaam—n osSaas % DI Neens 8339
- @&« @ - ® ® & - @ » ¢ o & - @& = e ® & & -..a“
- ggac OWEWO NI Er IR AN CICECNCUCY  0eCeaecIe ceace
<%
© —_-OOd HODE DWNOOM O a= soorm QUPOVS
‘puﬁg ERRQ®@ MOWMNR RNt wchQ IABRA Qsﬁqﬁ
. e e o ... . Pt e
© 336: CEETes WOONG KRRENQ KRN CUCICNCIcE  TRCNENIaY
<« . N
aw O QOB CNDAT ODleENO AWM 30T
] P e e . . e . .
< agéo GO ee® WROMEA MNEANRED BANERD GHRRD NWIIND
=
—_—cyv4 FQDBCACT WIS oo pchen -] wroR® WR=SD hgggg
Ot DDA RAOT I RPRIAN AN - .
Iy OIS, VL. R . e
- J@en 1113 W G e ~ et .M
== y
ﬂ L-L-1- K- Ov4CIDE W) O T Owame VOO o0
E/ e GG e @HSY BIRER SRaca Aasad Nﬁgﬂa
/=

d  degrees of freedom, respectively,

.

varjance o2 and based on m an

ndent mean aquares estiniating a common

‘
.

are Inde

31, where o = 8i/m and of = Si/n

IE

I
i3 m

P




